1. MATRICE I DETERMINANTE

Matrica reda mxn je pravougana Sema realnih brojeva

a4y a,
A= a, dy a,
aml amZ amn

koja ima m redova (vrsta) i n kolona. Opsti element matrice je oblika a;;, gde indeks 7 predstavlja red,
a indeks j kolonu u kojoj se nalazi element. Uredenu n-torku a,, a,, ...a,, nazivamo i-ta vrsta, a

uredenu m-torku a,; a,; ...a,,; nazivamo j-ta kolona.

Umesto pravougaone Seme opsti oblik matrice mozemo krace zapisati 4 =[a, ],., . Ako je broj redova

mxn

matrice jednak broju kolona, odnosno m = n, kazemo da je matrica kvadratna.

sporedna dijagonala

4 glavna dijagonala

Elementi a,, a,, ...a,, kvadratne matrice Cine glavnu dijagonalu, a elementi a,,a;,_1 ** ayq €ine

sporednu dijagonalu.

Matricu dimenzije 1xn zovemo matrica-vrsta, A = [an a, ...a;, ], a matricu dimenzije mx1 zovemo

ay
. |4
matrica-kolona. A=|
A
1 -3
Primer 1. Matrica| 0 5| ima tri reda i dve kolone i kaze se da je to matrica reda 3 x 2. Elementi
-2 4

prvog reda su 1 i -3, elementi druge kolone su -3, 51 4.
Matrica [_3 _ﬂ je kvadratna, reda 2. Elementi -3 i -1 su elementi na glavnoj dijagonali, a 2 i 4 su

elementi na sporednoj dijagonali.



1.10peracije sa matricama

Definicija I. Neka su 4 =[a;],,, i B=[b;],., matrice i neka je AeR. Zbir matrica 4 1 B je matrica

mxn mxn

C=4+ Bodredenasa C=[c,],., =la; +b;],..-

Proizvod skalara A i matrice A je matrica D odredenasa D=1-4=[a;]

mxn *

1z definicije vidimo da se mogu sabirati samo matrice istih dimenzija (broj vrsta u prvoj matrici jednak
je broju vrsta u drugoj matrici i1 broj kolona u prvoj matrici jednak je broju kolona u drugoj matrici).
Sabiraju se elementi koji se nalaze na istim pozicijama. Kada je u pitanju proizvod broja i matrice,

svaki element matrice mnozi se tim brojem.

1 -2 -1 -2 0 3 -1 =2 2
Primer 2. 3 0 41+|-5 1 -1|=(-2 1
-1 2 0 3 0 2 2 2

s 2 -1 3] [ 10 -5 15
0 2 —4| | 0o 10 —20/

Matricu ¢iji su svi elemnti 0, nazivamo nula-matrica O =[0]

Osobine zbira matrica i proizvoda matrice i skalara

Neka su 4, B i C matrice istog tipa i neka su a1 frealni brojevi. Tada vazi:
1) (4+ B)+ C = A+ (B + C) asocijativni zakon

2) A+ B = B + A komutativni zakon

3) a(A+B)=0aA+aB

4) (a+p)-A=ad+ pA

Sa-(B-A=(a-p)-4

6) O+ A= A+ O = A nula-matrica je neutralni element za sabiranje matrica.

Jedini¢na matrica reda n u oznaci I, je kvadratna matrica reda n ¢iji su svi elementi na glavnoj

dijagonali jedinice, a svi ostali nule.

1 0
Primer 3. I, = , Iy =
0 1

oS O =
S = O
—_ o O



Nadalje ¢emo jedini¢nu matricu obelezavati samo sa / bez indeksa.

Definicija 2. Nekasu 4 =[a;],., 1 B=[b;],,, matrice. Proizvod matrica 4 i B je matrica

kxn

k
C=4-B= {Z%brj}
r=1

Dve matrice mogu da se pomnoze samo u slucaju kada je broj kolona u prvoj matrici jednak broju

mxn

redova u drugoj matrici.

2 0
1 21
Primer 4. Za A:{2 | 0},B= 3 1| izraCunaj A-BiB-A.
1 1
2 0
1 21 1-2+2-3+1-1 1-0+2-1+1-1 9 3
210 {1 2:2+1-3+0-1 2:04+1-1+0-1 7 1
0 P 2:1+0-2 2-2+0-1 2-1+0-0 2 4 2
B-A= 1 -L }: 3-1+1-2 3-2+1-1 3:-1+1-0|=|5 7 3|.
1 I-1+1-2  1-2+1-1 1-1+1-0 3 31

Na osnovu ovog primera mozemo zakljuciti da za proizvod dve matrice ne vazi komutativni zakon,

A-B=B-A4.

Osobine proizvoda matrica

Neka su 4, B i C matrice i @€eR ( je realan broj). Tada vazi:

1) (4-B)-C = A-(B-C) asocijativni zakon

2) A-(B+C)=A-B+ A-C distributivnost proizvoda prema zbiru sa leve
(B+C)-A=B-A+C-A idesne strane

3)a-(4-B)=(a-A)-B=A4-(a-B)

4) I-A=A-1= A4 jedini¢na matrica je neutralni element za proizvod matrica.



Stepen matrice

Za kvadratnu matrcu A i n, p, ¢ €N (n, p i g su prirodni brojevi) vazi

A" =1,

A =4,

A* =44,
A"=A""A4=4-4"",
AP - A1 = 4P

Primer 5. Ako je A = [_3 _‘1*], izradunaj A2 i A3,

. [- - [ =3-(=3)+4-2 —3-4+4-(-D] _ -
A —[; —ﬂ[g —ﬂ‘[z-(—3)+(j1)-z z-4+(—+1)-(—1)]‘[—1; )

_ _ 17-(=3) + (=16)-2 17-4+ (—=16) - (1)
A3:A2'A:[—1; 181'[ 2 —ﬂ:[ —8-(J:3)+9-2 —;-4+9-(—1) -
=[5 _al

ili moze 1 ovako da se rac¢una

a2 _[-3 41.117 -16]_[ -3:17+4-(-8) -3-(-16)+4-9
a=aa=| 2 i [—8 9]_[2'17"‘(—1)'(—8) 2-(-16) + (-1) -9
:[—83 84
42 —41

Definicija 3. Neka je 4 =[a,],,, matrica. Transponovana matrica matrice 4 u oznaci AT je matrica

mxn

T T
A" = [ay] mxn = [aj[]nxm .

Dakle, transponovana matrica matrice 4 se dobija tako §to vrste 1 kolone zamene mesta.

3 1]
. 3 0o -2
Primer 6. 0 21 = )
-1 2 1
-2 1



1.2 Determinante

Neka je 4 kvadratna matrica reda n, A = [a;j].xn . Svakoj kvadratnoj matrici se pridruZzuje determinanta

u oznaci det(A)

ar aln AT

a a e a
det(A) _ 21 22 2n .

ayl a2 - App

Determinanta je realan broj koji se izraCunava na slede¢i nacin:

1) akojen=1, det(4) = |a11| = aq; (determinanta I reda)

a4y

2) akojen=2, det(4) = = a,;,a,, — a,,a,, (determinanta II reda)

Ay Ay
3) ako je n =3, za izraCunavanje determinante moze da se koristi Sarusovo pravilo.
ap a2 413
Ako su elementi determinantedet(4)=|ay; apy ap3|, dopisujemo elemente prve i druge
asz) dazy dasz

kolone i racunamo vrednost determinante prema slede¢em obrascu

=daj1axzaszz +appdnzaz) +ap3az|azy —dajpdn a3y —a1d3asy —ag3dppasy -

2 -3 4
Primer 7. IzraCunati determinantu matrice 4=|1 -1 6/, .
0 0 3
2 -3 4 2 -3 42 -3
detA=|1 -1 6|=|1 -1 6[1 -1=
0 0 3 0 0 30 0

=2-(-1)-3+4(-3)'6:-0+4-1-0—-(-3-1-3+2:-6-0+4-(-1)-0=
=—6—-(-9)=3

Definicija 3. Neka je A = [al- j]mxn matrica. Transponovana matrica matrice A u oznaci AT je
matrica AT = [ai]-]man = [aﬁ]nxm'

Dakle, transponovana matrica matrice A se dobija tako Sto redovi i kolone zamene mesta. Prvi red

postaje prva kolona, drugi red postaje druga kolona, itd.
5



3 —1
Primer.A=| 0 2| A7=| 3.0 _2]
o 12 1

Za determinante vaze sledeca svojstva:

1) Ako su svi elementi jedne vrste ili kolone matrice A nule, onda je detA = 0;

2) Aku su u kvadratnoj matrici elementi jedne vrste (kolone) jednaki ili proporcionalni
elemntima druge vrste (kolone), tada je det A = 0;

3) Za proizvoljne kvadratne matrice A i B reda n vazi det(A - B) = det A - detB;
4) detl = 1, determinanta jedini¢ne matrice bilo kog reda je 1.

5) detAT = det A determinante matrice A i transponovane matrice AT su jednake.

Primer. 1) Ako su elementi drugog reda matrice nule, onda je

a1 Q412 Q13| Q11 Qg2
detA: 0 0 O O O =a11'0'a33+a12'0'a31+a13'0'a32
31 dzz dsz3z|d3; A3

—(az;"0-ay3+as;"0-ay; +az-0-a;) =0
2) Ako su elementi prvog i drugog reda isti

aj; Qg2
11 Q12 =aq1° Qg2 A33 + Q12" Q13 A31 +Aq3° Qg1 " A3
asz; ds;

a1 Q412 Qg3
a1 Q412 QAg3
a3; dzz; dsz

detd =

—(azy-agz- a3+ a3y A43°aq1 +A33° Q11" Ag2) = Aqq " A" A33 — 33" Aqq " A1 +

+ a3 a43°a37 —Azq Q13" Ag3 + Q137 Aqq " A3p-A33 " A13°Aq7 =0

Minor i kofaktor
Definicija 1. Minor M;; koji odgovara elemnu a;; kvadratne matrice 4 reda n je determinanta reda n
— 1 koja se dobija izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone u determinanti 4.

Definicija 2. Neka je M;; minor elemnta a;; kvadratne matrice 4 reda n. Kofaktor elementa a;;

matrice 4 u oznaci 4;; je A;; = (—1)"M;;.

1.3 Inverzna matrica

Definicija 1. Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako postoji kvadratna matrica B reda n takva da
vazi A+ B = B - A = I, kazemo da je B inverzna matrica matrice A i zapisujemo A~ = B.
Definicija 2. Za kvadratnu matricu A reda n kazemo da je regularna ako je det A # 0. U suprotnom
kazemo da je matrica singularna.



Formula za izracunavanje inverzne matrice

A1 Q2 0 Qun
. Az1 Az - Qzn| . . -
Za kvadratnu matricuredan, A =| , inverzna matrica A~1
an1 Apz = App
izraCunava se po slede¢oj formuli
A A S A A e A
11 12 in 11 21 n1
-1 _ 1 (A2 Az - Apg _ 1 Az Az - Ap
detA cee e e cee detA . cee e
App Ane o Ann Ain Aan o Amn

gde je A;; kofaktor koji odgovara elementu a;;. Na osnovu formule zakljuujemo da samo za

regularne matrice postoji inverzna matrica. Matrice za koje postoji inverzna matrica nazivamo

invertibilne matrice.

1 0 -2
Primer. 1zraCunati inverznu matricu matrice: a) A = [_; _ﬂ, b)C = [O -1 3]
2 -1 1

-1 _ 1 An A21]

a) A - detA A12 AZZ

detA=|_; _i|=(—1)-1—2-(—3)=—1+6=5

A=D1 =1 A = (D2l = (D)2 =2

Ay = (—1)2+1[—3] =(-1-(=3)=3 Ay = (—1)2+2[—1] =-1
1103

4= _E[—z —1]

Provera. MoradavaziA- A1 =A"1-A=1

aoai=[ ] _ﬂ%[_i 3]_1[(—1)-1+(—3)-<—z> (-1 3+ (=3) - (-1)

11752 1+1-(-2) 2-3+1-(-1)
1
=zl sl=[o 1
" L1 o311 (-D+3- (-3 +3-
=g, 5 ﬂzg[é—z)-l(—i)gf(—n-z é—z)?(—2)3+1(—1)-1]
15 011 0
_E[o 5]_[0 1]

1],inverzna matrica A7 ! = %[_% 3]'

Ovim smo pokazali da je za matricu A = [_% _1

_ 1
b) C 1:@ Ciz Gy Csy

[Cn Cy1 C31]
Ci3 Cy3 Cs3



1 0 —2(11 0
detC=10 -1 3/0 —1=-1+0+0-(4-3+0)=-1—1=-2
2 -1 1l2 -1
R I _ 00 3
Cu=|_; |=-1-(=-1+3=2 ¢, = |2 1|_ 0—6)=6
10 =1 o 10 =2 o
Cs=|, “|=0-(2=2 cu=-|] Ti=-0-2=2
=2 S0 o
o=, Ti|=1-(v=5 Cz=-|, |=--1-0=1
10 =2 o O =2 v
C=|_; 3|_0 2=-2, Cy= |O 3|_ (3-0)=-3

&
w
|
O -
|

1 0o -2 2 2 =2
Provem.C-C_1=[0 -1 3]'(—3[6 5 —3]=
2 -1 1 2 1 -1
1-24+40:6+4+(-2)-2 1:240:54+(-2)1 1:(-2)+0-(-3)+(-2)-(-1)
=—=|0-24+(-1)6+3-2 0:24+(-1):54+43-1 0-(-2)+(-1)-(-3)+3-(—1D)|=
2:2+(-1):6+4+1-2 2:24+(-1):5+41-1 2:-(-2)+ (-1 -(-3)+1-(-1)
1[—2 0 0 1 0 0
=—§[ 0o -2 O]= 0 1 0]
0 0 -2 0 0 1
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