2. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Definicija 1. Sistem od m linarnih jednacina sa n nepoznatih x4, x5, -+ x, ¢ine jednacine
a11x1 + alz xz + -+ alnxn S bl

alel + azz xZ + -+ aann S bz

Am1X1 + Qo X2 + =+ QnXn = by

gdesua;;ib; (i=1,2,---,m,j=1,2,---n) realni brojevi. Brojevi a;; se zovu koeficijenti uz

promenljive, a brojevi b; slobodni ¢lanovi.

Ukoliko je n = m, (broj nepoznatih jednak broju jednacina) kazemo da je sistem jednacina
kvadratni.

Uredena n-torka realnih brojeva cq, ¢, :** ¢, je reSenje sistema, ako prilikom zamene promenljive
x; odgovaraju¢im brojem c; vaze jednakosti izmedu leve desne strane jednaCina u sistemu
jednacina.

Primer 1. Dat je sistem od dve jednacine sa dve nepoznate:
2x+5y =1
3x+7y=2

Ovo je primer kvadratnog sistema jednacina. a;; = 2,a,, = 5,a,1 = 3,a,, = 7 su koeficijenti uz
promenljive. Slobodni koeficijenti su: b; = 1, b, = 2. ReSenje ovog sistema jednacina je uredeni
par brojeva (3, —1). To znaci da je reSenje x = 3 i y = —1. Ako zamenimo ove vrednosti u sistemu
jednacina dobijamo

2-3+45-(-1) =1
3-3+7-(-1) =2

Kada izraCunamo dobijamo identitete

Sistem jednacina je saglasan ako ima bar jedno reSenje (jednu n-torku brojeva). U suprotnom, ako
sistem jednacina nema reSenja, kaze se da je sistem nesaglasan. Saglasan sistem koji samo jedno
resenje (jednu n-torku brojeva) je odreden, a sistem koji ima viSe od jednog reSenja (vise n-torki
brojeva) je neodreden.



Metoda zamene

Primer 2. Resiti sistem jednacina
2x+5y=1
3x+7y=2

Iz prve jednacine 2x + 5y = 1 ¢emo izraziti promenljivu x = %(1 — 5y). U drugoj jednacini
zamenjujemo X sa % (1 -5y).

1
3-5(1—5y)+7y=2
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y=-1=x=5(1-5(-1)=3
Resenje sistema je uredeni par (3, 1).

Primer 3. Resiti sistem jednacina

2x —3y+z=7
3x—2y—z=3
xX—y+2z=6

Iz prve jednacine 2x — 3y + z = 7 ¢emo izraziti promenljivu z = 7 — 2x + 3y. U drugoj 1 trecoj
jednadini, zamenjujemo promenljivu z sa 7 — 2x + 3y. Na taj nacin sistem od tri jednacCine sa tri
nepoznate, svodimo na sistem od dve jednacCine sa dve jednacine.

3x =2y —(7—2x+3y)=3

x—=y+2-(7—2x+3y)=6

5x -5y =10
—3x + 5y = -8

Iz jednacine 5x — 5y = 10 ¢emo izraziti promenljivu x = %(10 + 5y) = 2 + y i zameniti u drugoj
jednacini —3x + 5y = —8.

-32+y)+5y=-8

—6—-3y+5y=-8

2y=—2y=-1x=24y=2-1=12=7-2x+3y=7-2-3=3



Sistem je saglasan, ima jedinstveno resenje (1, —1, 3).
Gausova metoda eliminacije.

Pomnozimo jednacine tako da uz jednu promenljivu dobijemo iste koeficijente iste brojne vrednosti
ali suprotnog znaka, saberemo ih i na taj nacin elimini§emo jednu promenljivu.

Primer 4. Resiti sistem jednacina
xX+2y—z=2
3x—y+2z=7
—x—y+2z=3

Prvu jednacinu mnoZzimo sa 2 i sabiramo sa drugom i sa tre¢com jednac¢inom, kako bi u preostale dve
jednacine eliminisali promenljivu z.

xX+2y—z=2
5x +3y =11
x+3y=7

Sada drugu jednacinu mnozimo sa -1 i sabiramo sa tre¢om jednacinom, kako bi u trecoj jednacini
eliminisali promenljivu y.

xX+2y—z=2
5x +3y =11
—4x = -4

Iz tre¢e jednacine racunamo x = 1. U drugoj jednacini menjamo vrednost za x i raunamo vrednost

zay.

11 -5
3

5:1+3y=11 y = y=2

Sada u prvoj jednacini zamenjujemo vrednosti za x 1 y i raunamo vrednost promenljive z.
1+42:2—z=2 z=1+4-2 z=3

Sistem jednacina ima jedinstveno resenje (1, 2, 3).

Kvadratni sistem jednacina moze da se predstavi i pomoc¢u matri¢ne jednacine.

a11x1 + alz xz + -+ alnxn S bl

az1Xq + Ao X + -+ AonXpy = bz

Ap1X1 + App X5 + -+ AppXn = by



aj; Qqz2 0 Qqpn x4 b

a1 Az = Qdpp Xy

An1 Qnz  ** Qnn

Sistem jednacina moZemo predstaviti matricnom jednacinom
A-X=B
Resavanjem matri¢ne jednacine dolazimo do reSenja sistema jednacina.
X=A"1-B
Sistem jednacina ima reSenja ako je matrica A regularna.
Primer 5. Resiti sistem jednacina
3x—4y+5z=4

2x—3y+z=3

3x—-5y—z=1
3 =4 5 x 4
A=12 -3 1 X=lle=3
3 =5 -1 z 1
Mnozenjem matrica A i X dobijamo
3 —4 51 rx 3x —4y + 5z
A-X=|[2 -3 1 -lyl= 2x—3y+z
3 =5 -11 !z 3x —5y—z
[3x — 4y + 5z 4
Sistem jednacina zapisan u matri¢énom obliku je | 2x —3y +z| = 3]
| 3x—5y—2z 1
A-X=B
ReSavamo matri¢nu jednacinu
X=A"1B

Najpre ra¢unamo A~ 1.
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Resenje sistema je uredena trojka (44,27, —4), odnosno x = 44,y = 27,z = —4.

Za reSavanje kvadratnog sistema jednacina moZze da se primeni i Kramerova metoda.

a11x1 + alz xz + -+ alnxn S bl

az1Xq + Ao X + -+ AonXpy = bz

Ap1X1 + Apy X5 + -+ AppXn = by



aj; Q2 0 Qin

] ] ) Az1 Q22 -+ d2n
Determinanta sistema je D =

ap1 Qpz - Qpn

Determinanta koja odgovara promenllivoj x; dobija se kad se u determinanti sistema, prva kolona
zameni slobodnim koeficijentima.

by ai, Ain

b, ay, Ao
Dy, =

bn anz ann

Determinanta koja odgovara promenllivoj x, dobija se kad se u determinanti sistema, druga kolona
zameni slobodnim koeficijentima.

a;; by Ain

az; by Ao
D,, =

anl bn ann

Determinanta koja odgovara promenllivoj x,, dobija se kad se u determinanti sistema, n — ta kolona
zameni slobodnim koeficijentima.

a1 Qg2 by

a1 Qpp b,
D, =

ap1  Qp2 by,

Ako je determinanta sistema razli¢ita od nule, D # 0, sistem ima jedinstveno resenje

oo =Pa o P Dy
1 D ) 2 D yrriyAn D
Ako je D = 0 i bar jedna od determinanti Dy, i = 1,2, ---,n razliCita od nule, sistem je nemogu¢
(nema reSenja).
Ako je D = 0 1 sve determinante Dxl., i =1,2, ---,n jednake nuli sistem je neodreden.



Primer 6. Resiti sistem jednacina
x+2y=0
—x+y+z=1

x+2y+3z=0

12 0 1 2
D=|-1 1 1|]-1 1=3+2+0-(0+2-6)=5-(-4) =9
12 31 2
0 2 0j0 2
De=[1 1 1|1 1=0+0+0-(0+0-6)=6
0o 2 3lo 2
1.0 0/ 1 0
Dy=|-1 1 1|]-1 1=3+0+0-(0+0+0)=3
10 3 1 0
12 0 1 2
D,=|-1 1 1|-1 1=042+0-(0+2+0)=0
12 0l 1 2
D 6_2 Dy 3 1 D _0__
TDPT973 Y DT973 “TD 9

: D .21
Sistem ima jedinstveno reSenje (5' 3 0).

Primer 7. Restiti sistem jednacina:
2x—y—2z=-2
3x—4y+2z=2

U ovom sistemu imamo dve jednacine i tri nepoznate. U pitanju je pravougaoni sistem i moze da se
re$i metodom zamene ili Gausovom metodom eliminacije. Primeni¢emo Gausovu metodu za
resavanje.

2x—y—2z=-2

3x — 4y + 2z = 2 /drugoj jednacini dodajemo prvu jednacinu

2x —y—2z=-2
5x -5y=0©5x—-y)=0x—-y=0sx=y
u prvoj jednacini zamenjujemo y sa Xx.

x+2
2

2X—x—2z2=—-2x—-2z2=-22z72=x+2z=



Sistem ima beskonacno mnogo reSenja. Promenljive y i z moZemo da izrazimo preko promenljive
X+2 . . a+2 .
X.y=X2z=—. Ako umesto x uvedemo parametar a, reSenja su oblika (a, a, T)’ gdejea

realan broj. Na primer ako je a = 2, dobijamo resenje (2, 2,2). Zamenom u sistemu dobijamo
2:2—-2-2-2==-2

3:2—4-2+2-2=2

Ako je a = —2, reSenje je (—2,—2,0), itd.

Primer 8. Restiti sistem jednacCina:

x+y=2
—2x—3y =2
2x — 2y =-3

Ovaj sistem ima tri jednacine i dve nepoznate, dakle opet je u pitanju pravougaoni sistem jednacina.
Ovaj sistem ¢emo resiti primenom metode zamene. Iz prve jednacine ¢emo izraziti x i zameniti u
druge dve jednacine.

xt+ty=2=x=2-y

—2x—3y =2
2x — 2y =-3
x+y=2

—2-(2-y)-3y=2

2:-2-y)—2y=-3

x+y=2
—4+2y—-3y=2

4—2y—-2y=-3




Dobili smo dva resenja za y §to znaci da je sistem protivrecan, nema resenja.

Zadaci za vezbanje
Resiti sistem jednacina:

- Metodom zamene

xX+2y—z=2
1) 3x—y+2z=7
4x+y+z=5

- Gausovom metodom

3x+2y+z=5
3) 2x+3y—5z=8
S5x+y—-8z=7

- Kramerovom metodom
3x+2y+z=5

5 2x+3y+z=1
2x+y+3z=11

- Matri¢nom metodom
x+2y—z=-3

7) 2x+3y+z=-1
xX—y—2z=3

6)

x+2y—6z=-13
2x + 5y +4z = 24
3x+10y+z =126

x+y+z=3
x—2y+2z=1
—2x+y—-3z=4

2x+y+z=-1
—x+y+2z=3
3x+2y+4z=1

2x—y+3z=-1

8) x+2y—4z=>5

3x+y+2z=1
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