3 GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST FUNKCIJE

3.1Granicna vrednost funkcije

€ -okolina ta€ke a, a € R, je svaki otvoreni interval (a —¢,a+¢), gde je € >0, prozvoljno

mali realan broj. Kad kazemo da x pripada ¢ -okolini tacke a to znaci da x pripada intervalu

(a—¢,a+eg).

x%-x-2 .. . vl . , . .
— hije definisana u tacki x = —1. IzraCuna¢emo vrednosti ove funkcije

Funkcija f(x) =

u okolini te tacke. MoZemo uzeti za ¢ = 0,2. Racunamo vrednosti funkcije za neke tacke na

intervalu (=1 — ¢, —1 + ¢), odnosno (—1,2; —0,8).

(-LD)?-(-11) -2

-1,1) = -3,1
A ) -1,1+1
(—1,01)2 = (—1,01) — 2
-1,01) = = —3,01
A ) —-1,01+1
(—=1,001)% — (—1,001) — 2
f(=1,001) = 10011 1 = —3,001
(=0,999) = (—0,999)2? — (—0,999) — 2 _ —2999
A B —0,999 + 1 -
(—0,99)2 — (—0,99) — 2
-0,99) = = -2,99
A ) —-0,99 +1
(—=0,9)% — (—0,9) — 2
f(=09) = 0971 =-29
Bilo da uzimamo tacke koje se nalaza sa leve strane tacke x = —1, bilo da uzimamo tacke sa

desne strane, za vrednost funkcije dobijamo brojeve koji su vrlo blizu broja —3. Mozemo
zakljuciti da Sto je broj blizi broju —1, vrednost funkcije je bliza broju —3. U matematickoj
analizi, ovaj broj se zove grani¢na vrednost funkcije f(x), kada x teZi broju —1 i zapisuje se

o x2—x=2

im ———
x--1 x+1

Sledi definicija grani¢ne vrednosti.



Definicija 1. Neka je f:A—> R,Ac Rineka je aeR. Broj be R je grani¢na vrednost
funkcije fu tacki a, ako za svaki proizvoljno mali realan & >0 postoji 6 >0, o zavisi od &,

tako da za svako x # a za koje je |x - a| <o vazidaje |f(x) —b| < ¢ 1tada piSemo

lim f(x)=5b.
X—>a
A
Yy
26
bte bFommm .
J)
2 N B !
1 I 1
X
a-o a X at+o

Geometrijski, 1im f(x) = b znaci da za svako £ > 0 postoji & > 0, koje zavisi od &, tako da
xX—a

ako je x iz d-okoline tacke a (x € (a —,a + J) ), onda vrednost funkcije u toj tacki f(x)
pripada e-okolini tacke b ( f(x) € (b—¢,b+¢)).

Funkcija moze imati grani¢nu vrednost i u tacki u kojoj nije definisana i takvi sluc¢ajevi su bitni
kod ispitivanja toka funkcije. Da bismo mogli da nacrtamo grafik funkcije potrebno je da znamo
kako se funkcija ,,ponasa‘“ u okolini tacke ili intervala gde nije definisana.

Ako u definiciji 1. uslov |x—a| < d, koji znaci da x pripada J-okolini tacke a, zamenimo
uslovom x € (a—9,a), (x pripada levoj okolini tacke a) dobijamo definiciju leve granicne

vrednosti funkcije u tacki @ i zapisujemo lim f(x)=b. A ako zamenimo uslovom
x—a

x € (a,a+90) (x pripada desnoj okolini tacke a), dobijamo definicije desne grani¢ne vrednosti

funkcije u tacki a i zapisujemo lim f(x)=5b.
XxX—>a+

KaZemo da za funkciju postoji grani¢na vrednost u tacki a, ako postoje leva i desna grani¢na

vrednost u tacki a i ako su one jednake lim f(x)= lim f(x)=5.
x—>a x—a’



x2—x-2 o .
utacki x = —1.

Primer 1. Izracunati grani¢nu vrednost funkcije f(x) =

Najpre ¢emo zameniti vrednost —1 u funkciji, da vidimo Sta dobijamo.

—x—2 (-1)2—(-1)—-2 1+1-2 0

I
xot T x4 1 —1+1 0 0
% je neodredeni oblik, tako da jo§ uvek ne znamo koja je grani¢na vrednost funkcije. Zato

moramo da izvrSimo nekakvu transformaciju izraza, kako bismo mogli da izraCunamo

grani¢nu vrednost.

o ox*—-x-2  x*+2x+1-3x-3 o (x+1)*-3x-3
im —————— = lim = lim =
x--1 x+1 x->-1 x+1 x->-1 x+1

o (x+1D2-3(x+1)  (x+D((x+1)=3)
= lim = lim =]
x->—1 x+1 x->—1 x+1 x

inlll(x+ 1-3) =

= lim (x—-2)=-1-2=-3

x—->-1

x2—x-2

Izraz , transformisali smo u x — 2 i onda smo mogli da izraCunamo grani¢nu vrednost.

Posmatramo sada funkciju f(x) = i Ova funkcija nije definisana u tacki x = 0. Kakve

vrednosti uzima ova funkcija u okolini ove tacke?

1 1 1
£(0,1) = 01 10,  £(0,01) = 001 100, £(0,001) = 0001~ 100,
(0,0000001) = ! =10 000 000
1, ~0,0000001
(-0,1) = L 10 (—0,01) = 1 _ 100, f(—0,001) = 1 _ 100
=0, S -01 =0, -~ —-0,01 S50, ~ —0,001 ’
f(—0,000000].) = m = —10000 000

c g v . . 1 .. , . . .. .
Vidi se da §to je x manje, f(x) = = dobija sve vece vrednosti, ako je x pozitivan broj, odnosno

sve manje vrednost, ako je x negativan broj, pa mozemo zapisati



Za funkciju f(x) = xiz, situacija je sli¢na. Razlika je u tome §to je ovo parna funkcija, pa je

1

= = 10000
(—=0,01)2  0,0001

£(0,01) = = 10000, f(—0,01) =

0,012~ 0,0001
I za pozitivne i za negativne vrednosti promenljive x, dobijaju se pozitivne vrednosti funkcije.

Takode primecujemo , da se ovde vrednosti funkcije mnogo brze povecavaju, nego kod funkcije

1 P | .1 .
f(x) == Dakle, ovde vazi da je lim — = +oo, lim — = +oco. Na osnovu svega izlozenog,
X x—0t x2 x—0" x2

mozemo zakljuciti da je

lim - lim - +00, za parni stepen
x—0F X2 x0— x20 »23P P

—— = +00, za neparni stepen.
x—-07

Sada ¢emo ispitati Sta se deSava sa funkcijom f(x) = i kada x uzima velike vrednosti.

f(1000) = 7=5= 0,001, f(100000) =0,00001,  f(1000 000) = 0,000001
1
f(=1000) = —— = =0,001, f(~100 000) = ~0,00001, f(~1 000 000) = —0,000001

X . , .. . . .. 1 ,
Sto je vec¢a vrednost promenljive x, to ja manja vrednost funkcije f(x) = — zax vece od nule.

S druge strane, ako x tezi —oo, f(x) = %, takode tezi nuli, pa zapisujemo

o1 1 1 1
lim - =—=0, lim —-—=—=0
X—>—0o0 X —00 xX—-+o0o X (0]
v . .. 1 1 1 v e ey v V. .
Isto se deSava 1 sa funkcijama o ar e - - - » SAMo S§to ovde funkcija jo§ ,,brze* tezi nuli.

Uopsteno, mozmo zakljuciti da je
1 1

lim — = lim —=0.
x——o0o XM  x—>+4o00 xM

Primer 2. 1zracunati grani¢nu vrednost funkcije kad x — oo

()_5x3—2x+1
fx) = —2x3 + 3x2

5x3  2x 1 2 1
o 5x®-2x+1 x3(x—3—x—3+x—3) 9~ =tm 5-040 5
s 3,2~ Am o5 a2y Al 3 - _2+0 2
X—0o0 — —00 —00 _ = —

2 (5+%5) 2t3



Z 13 teze nuli kad x — 0.

3
x'x?2’ x

Prilikom odredivanja greni¢ne vrednosti funkcije sledeci oblici su ,,neodredeni‘:

0 ® oo 0 0
6) ;I O.ml m_a)l 1 ) OI m

Ukoliko se dobije neki od ovih oblika, neophodno je izvrSiti transformaciju funkcije, kako bi je
sveli na oblik za koji moze da se izraCuna grani¢na vrednost.

Grani¢na vrednost ipak ne postoji uvek. Ako funkcija nije definisana u jednoj tacki, a u njenoj
okolini jeste, grani¢na vrednost postoji. Ali ako funkcija nije definisana na intervalu, kao na
primer funkcija /x, &ija je oblast definisanosti (0, +0), ne postoji grani¢na vrednost ove

funkcije kad na primer x - —4.

Osobine granicnih vrednosti funkcija

Za lakSe izraCunavanje grani¢nih vrednosti moze se primeniti i slede¢a teorema.

Teorema 1. Neka su f 1 g realne funkcije definisane na skupu 4 R, aeR i neka je

lim f(x) =5, lim g(x) =c, gde su b1 c realni brojevi (b, ceR). Tada vazi:
x—a x—a

() Imea- f(x)=a-lim f(x)=a-b, a €R,

xX—>a xX—>a

2) Im(f(x)+g(x))=lim f(x)+lim g(x)=b=c;

xX—>a xX—>a xX—>a

3) im(f(x)-g() = im f(x)- lim g(x) =b-c;

4) lim ACO il_r)r;f(X) ==, zac#0;
x—agkx) limgkx) ¢ ’

xX—>a

5) lim(f(x)* = (lim ()" =p* k€0

. lim f(x)
(6) lime’® = e=

X—>0



3.2 Asimptote funkcije

Asimptote funkcije su prave kojima se priblizava grafik funkcije, ali ih ne dodiruje, kada x

tezi tacki u kojoj funkcija nije definisana, ili kada x tezi beskonac¢nosti.

Definicija 2. Nekaje f: 44— R, Ac R, gde je 4 neograniceni interval. Prava
y=ax+b,a,b e R je asimptota funkcije f kad x — +o0 ako je

lim “*2 1A lim (f(x) = (ax+b)) =0

X—>+0 f(x) X—>+00

ili asimptota funkcije f kad x — —oo ako je

lim “2 1 a lim (£(x) = (ax+ b)) =0.

x>0 f(x) X—>—00

Asimptotu y =ax+b nazivamo:

(1) kosa asimptota ako je a # 0, (2) horizontalna asimptota ako je a = 0.

Prava y =b je horizontalna asimptota udesno ako je lim f(x) = b, odnosno horizontalna
X—>+00

asimptota ulevo ako je lim f(x)=5b.
X—>—0

Sledeca teorema nam daje formule za izraCunavanje vrednosti koeficijenata a i b.

Teorema 2. Neka je f:A—>R AcCR, gde je A neograniCeni interval. Prava
y=ax+b,a,be R,a#0,je kosa asimptota funkcije f ako 1 samo ako je

a=1im 2% np = lim (£ (x) - ax).

xX—o X X—>0

Definicija 3. Nekaje f:A—>R,AcR,inekaje ae R i a¢ A.Prava x =a je za funkciju f
vertikalna asimptota sa desne strane ako je

lim f(x) =+oov lim f(x) =0,

xX—a
odnosno vertikalna asimptota sa leve strane ako je

lim f(x) = +eov lim f(x) = —c0.



Iz prethodne definicije zaklju¢ujemo da ako postoji tacka a u kojoj funkcija nije definisana,
mozda u toj tacki postoji vertkalna asimptota, ukoliko je grani¢na vrednost funkcije beskonac¢no
kad x — a, sa leve ili sa desne strane. Takode, funkcija koja je definisana na (+o0, -00) nema
vertikalne asimptote.
Iz teoreme 2. zakljuc¢ujemo da ako funkcija ima horizontalnu asimptotu ne moze da ima i kosu
asimptotu i obrnuto.

x* -4
x—1"

Primer 3. Odrediti asimptote funkcije y =

Oblast definisanosti ove funkcije je Df = (—o,1) U (1,40) Sto znaci da funkcija mozda ima

vertikalnu asimptotu u tacki x = 1.

Jednostavan nacin za odredivanje grani¢nih vrednosti kad x tezi tacki a u kojoj funkcija nije
definisana, je uvodenje smene.

Kad x = a™ (x tezi a sa leve strane), uvodi se smena x = a — h.

Kad x — a* (x tezi a sa desne strane), uvodi se smena x = a + h.

h je mala pozitivna veli¢ina koja tezi nuli, §to zapisujemo h > 0, h — 0.

U ovom primeru a = 1.

x=1-h
2_ _ 2_ 2_ _ _
Him> =% | nso |=1im A=A =4 _jjp A 2rl-4_ =3 _
-l x—1 s 0 =00 1—h-1 h—0" —h -0
P-4 x=l+h 1+h)? -4 h*+2h+1-4 3
Hm* 42| nso0 [=limUED =4 _jip /A t2hrl=4_-3_
-t x—1 b0 -0 1+ h—1 h—0" h 0

Dakle prava x = 1 jeste vertikalna asimptota. Na osnovu dobijenih grani¢nih vrednosti zaklju-
cujemo da kada za x uzimamo vrednosti levo od 1, funkcija tezi +oo, a kada za x uzimamo
vrednosti desno od 1, funkcija tezi -o.

Sada trazimo vrednost koeficijenata a 1 b kako bismo utvrdili da li postoji kosa ili horizontalna
asimptota. Prema teoremi 2 je

x> —4
- 2
o =lim 7 Jim 2= _jjm ¥ =4 _

X—>00 x X—>0 x X—>0 x — x

1

xP—4-x"+x . x-4
=lim =1

b =lim(f(x) - ax) = 1im[x _14 - xj - lim

X—>0 x—1 e |



Dakle prava y = x + 1 je kosa asimptota. Funkcija nema horizontalnu asimptotu jer je a # 0.

3.3 Neprekidnost funkcije

Ako grafik neke funkcije mozemo da nacrtamo u jednom potezu ne podizuci olovku sa papira,
onda za tu funkciju kazemo da je neprekidna. Ako se grafik funkcije ne moze nacrtati u jednom

potezu onda ta funkcija ima jedan ili viSe prekida. Sada ¢emo ove pojmove definisati preciznije.

Definicija 4. Neka je f:A—> R,Ac R, 1neka je x, € A. Funkcija f je neprekidna u tacki
xo ako je lim f(x) = f(x,) -

X=X,
Ax = x; — x( - nazivamo prirastaj argumenta

Af (x) = f(x1)— f(xg) - nazivamo prirastaj funkcije

Teorema 3. Nekaje f:A—> R, A Rinekaje x, € A. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:

a) funkcija f* je neprekidna u tacki x, ; b) Iim f(x)= f(xy);
X—>X0
) lim f(x)= lim f(x)= f(x); ¢) EmOAf(XFO-
X—=>X() X—=>X() —>

Definicija 5. Funkcija f:A—> R, AC R, je neprekidna na intervalu (a, b) c A, ako je

neprekidna u svakoj tacki tog intervala.

Definicija 6. Nekaje f:4— R,Ac R,inekaje a € R. Tacka a je tacka prekida funkcije f

ako funkcija nije definisana u tacki a, ili funkcija jeste definisana ali nije neprekidna u njoj.

3

Primer 4. Ispitati neprekidnost funkcije f(x) utackix=-2. f(x)={ x+2  ZAXE 2
10, zax =-2

f(=2)=10,

Ova funkcija jeste definisana u tacki x = —2, a da li je neprekidana u toj tacki provericemo

primenom uslova ¢) iz teoreme 3.



x3+8 uvodimo smenux = —2—h (—2—h)?+8
A fe) = lim == gdejeh >0 ST Thyz
ih-0
 —8—12h—6h*—-h3+8 ~ —12h — 6h? — h3 ~ —h(12 + 6h + h?)
= lim = lim = lim =
h—0 —h h—0 —h h—0 —h
= }lin(l)(lz + 6h + h?) = 12
x3+8 uvodimo sm_enu x=-2+4+h (=24 h)3+8
llmf(x)—xl}rr%er_l_z gd?]eh>0 = lim ST hia T
ih—-0
 —8+12h—6h?>+h3+8 _ 12h—6h*+h® _ h(12—6h+ h?)
= lim = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(12 — 6h + h?) = 12

Dobilismo daje lim f(x)= hm f(x)=12# £(-2) =10, §to znadi da je funkcija definisana

x—>-2" x—>-2

u tacki -2, ali nije neprekidna.
Osobine neprekidnih funkcija
Teorema 4. Neka su funkcije f 1 g neprekidne u tacki x, i neka je o € R konstanta. Tada su i

funkcije a- f, ftg, f-g, i, (g(xy) # 0) neprekidne u tacki x,,.
g

Teorema 5. Nekaje f:A—> R, A< R,1nekaje [a,b] c A . Ako je fneprekidna na [a, b]

onda je f iograni¢ena na [a, b].

Teorema 6. Nekaje f:4— R, Ac R,1ineka je [a,b] c A . Ako je fneprekidna na [a, b]

onda ona dostiZe svoju najvecu i svoju najmanju vrednost na [a, b].



GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST FUNKCIJE — veZbe

1. Izracunati grani¢nu vrednost funkcija:

. x3+3x2—x-3  Ax+3-42 . x?—4
a)xirzl3 x2+x—-6 ' xirlll x+1 » € xlzg\/r_z
ReSenje
o x*+3x2—-x—-3 (-3)*+3-(-3)*-(-3)-3
a) lim = =
x->-3 x2+x-6 (=3)2-3-6

_ —27+27+43-3 0

9-3-6 0

Dobili smo neodredeni oblik, pa ¢emo morati da izvr§imo transformaciju funkcije na oblik

za koji ¢emo mo¢i da izraCunamo grani¢nu vrednost. Ispod razlomacke crte imamo
kvadratnu funkciju x? + x — 6. IzraGuna¢emo njene nule, i ukoliko postoje, napisaéemo je
u obliku proizvoda.

x> +x—-6=0

—1+y1-4-1-(-6) —-1+v25 —-1%5
2 22
~1+45 -1+5
X1 = > = 2, Xy = > =

Ako kvadratna funkcija ax? + bx + ¢ ima nule x,i x,, ona se moZe napisati u obliku

X1,2 =

-3

proizvoda ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x;). Primenom tog pravila dobijamo da je

x24+x—6=(x—2)(x+3)

o x34+3x%2—-x-3 ox2(x+3)—-(x+3) . (x+3)(x%*-1)
lim = lim = lim =
x>-3 x24+x—6 x>-3 (x—2)(x+3) x>=-3 (x —2)(x + 3)
YTl _(¥P-1 9-1 8
TS x—-2 " —3-2 -5 &

 WVx¥3-V2 VE1+3-V2 V2-42 o0
b) lim = = =—

x—>-1 x+1 -1+1 0 0

Vx+3-2 sa Vx+3+/2
x+1 Vx+3+/2°

Ovde ¢emo izvrs$iti racionalizaciju. Pomnozi¢emo

10



EF3-VZ _ Vx¥3-Z Vx¥3+2

lim —— =1 —
L —— e — Vx+3++2

(K F3-VB(EFS VD) (VxF3) - (V)
= (x+1D(HVx+3++2) x—’l(x+1)(\/F+\/_)
x+3-—-2 . x+1 _ 1

0 (x+D(HVx+3++2) ~ (x+ D(Vx+3++2) B xlgzllx/m Nz

1 1 1
V11342 V242 22

x%2 -4 22 — 4 0
c) lim =—

2J6—x—2 V6-2-2 0

. x?—4 l' x?—4 Ve—x+2 i (x2 —4)(Ve6 —x+2)
im———= im
X226 —x—2 X246 —x—2 V6—x+2 X2 (‘/ —x) — 22

(x2—4)(\/6—x+2):h -2 +)(Ve—-x+2) _

X2 6—x—4 x—2 —(x—2)

=lim-(x+2)(Vo-x+2)=-2+2)(V6-2+2) =16

. IzraCunati grani¢nu vrednost funkcija:

I 2x3 -3 . 3x2+x—1 " 4x% +1
DT DM Teen e 9T
ReSenja
3
-3 P(2-3) 2
a) lim . 3 = lim p ) 2
X—00 —_ X—00 —_
(=)
x 1 1 1
3x%+x—1 x2(3+x_2_x_2) y 3+-—=
= lim

11



1.1, . .
-, 1= teze nuli kad x — oo, pa imamo
x’ x? ’

_ 30403 3.1 3
T o x(5—0) xoe5x  Sxsex 5 o

4l x2(4+—): XG0
x—00 X — X—00 x(l—l) x>0 1—0 X—00

Na osnovu prethodnih primera mozemo da zakljuc¢imo sledece:

©, zan>m
. apx™ +ax" 1+ - t+a, |
m =<7
x—00 hox™ + bx™m~1 4+ ... 4+ b, bo
0, zan<m

zan=m

Ako je najvisi stepen polinoma u brojiocu n, veci od najviSeg stepena polinoma u
imeniocu, m, grani¢na vrednost je co.

Ako je najvisi stepen polinoma u brojiocu #, jednak najvisem stepenu polinoma u
. . oy .a
imeniocu, m, granicna vrednost je b—°.
0
Ako je najvisi stepen polinoma u brojiocu n, manji od najviSeg stepena polinoma u

imeniocu, m, grani¢na vrednost je 0.

3. Odrediti asimptote funkcije:

x2—-5x+6 b ()_x2—3x—10 ) = 2x3
x2+2 )f () = x+3 » Ofx Cx2—4

a) f(x) =
ReSenja.
a) x* + 2 # 0, za svaki realni broj pa je oblast definisanosti Df = (—o0, +c0). U tom
slucaju ne postoji vertikalna asimptota. Proveravamo da li postoji horizontalna asimptota.

Ako postoji grani¢na vrednost lim f(x) = b, onda je prava y = b, horizontalna asimptota.
X—00

a) lim f(x) = limwzlz 1
x—00 x—00 x4+ 2 1
U ovom slu¢ajujen =m = 2,a, = 1,by = 1, pa je grani¢na vrednost 1.
Prava y = 1 je horizontalna asimptota. Kada postoji horizontalna, ne postoji kosa

asimptota.

12



2_3x—
b) Oblast definisanosti funkcije %je Df = (—,—3) U (-3, +). Funkcija nije

definisana u tacki x = —3, pa ¢emo proveriti da li u toj tacki postoji vertikalna asimptota.
X 3x 10 (smenax =O—3 -h o (23— —3(-3—h) 10
L e > ~ —3—h+3
h—-0
. 94+ 6h+h*+9+3h—10 _ h’+9h+8 8
= lim =lim——=—=—
h-0 —h h—0 —h -0
iy XS 3x—10_ [smenax =O—3 th (34 R —3(=3+h)— 10
L e > ~ “3+h+3
h—-0
 9-6h+h*+9-3h—10 _ h*-9r+8 8
= lim =lim———=—=+
h—0 h h-0 h +0

Kad x - —37(x tezi — 3 sa leve strane), funkcija tezi —oo, a kad x » —3%(x teZi — 3 sa
desne strane), funkcija tezi +o0. To znaci da postoji vertikalna asimptota x = —3, a ove

grani¢ne vrednosti nam pokazuju kako izgleda grafik funkcije u okolini asimptote.

A

y
3 0 v
lim F() = 1 x?—3x—10
= _—_— =00
xl—galofx xl—galo x+3

jerjen = 2, m = 1, pa ne postoji horizontalna asimptota. Ima smisla ispitati da li postoji

kosa asimptota. Opsti oblik kose asimptote je y = ax + b. Koeficijenti a 1 b se odreduju po

formulama
X
a = lim &, b = lim (f(x) — ax)
x—oo X X—00

U nasem primeru imamo
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x%2-3x-10 x%2-3x-10 2_ 4 10 2_3 10 1
_ —_— X —3x — X" —oX —

x+3 =1imxx;3=1im—=lim—=—=1
X—00 X X—00 X x-0  x(x 4+ 3) x>0 x2 4+ 3x 1

~ [(x?2—=3x-10 o x2—=3x—-10—x(x+3)
b=1 ——— —x | = lim =
x+3 xX—00 x+3

X—00

im ——
xX—00 x+3 x-o x4+ 3 1

Kosa asimptota je prava y = x — 6. Da bismo mogli da nacrtamo kosu asimptotu, potrebne
su nam koordinate dve tacke kroz koje ona prolazi. Mozemo uzeti tacke u kojima kosa
asimptota seCe osexiy.Zax =0,y =0—6 = —6,azay = 0,x = 6. Kosa asimptota

prolazi kroz tacke (0, —6), (6,0).

2x3

x2—4

c¢) Funkcija f(x) = nije definisana u tackama, x = —2,1x = 2, pa je oblast
definisanosti Df = (—o00,—2) U (—=2,2) U (2, +). Ispitacemo da li funkcija ima

vertikalne asimptote u ovim tackama.

b2 x=h—20—h o 22-W L 2(-8—12h— 6k — 1) _
-2 a4 hio TR (2—R)2—4 1N 4+4h+hi—4

—16 — 24h — 12h* — 2h3 _—16

= Jm 4h + h? 0 7
y 2% x=h—20+h o 2(=2 + h)3 .y 2(—8 + 12h — 6h% + h?)
e xIod \ [T ) TR (24P =4 kv 4—dh+hi—4

 —16—24h —12h* —2h%® 16
= lim = =

h—0 —4h + h2 B —_O =t
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Kako je & mala pozitivna veli¢ina koja tezi nuli —4h + h? < 0, zato ispod razlomackecrte
pisemo —0. Na primer za h = 0,01, —4h + h?> = —4- 0,01 + 0,012 = —0,04 + 0,0001 =
—0,0399. Dakle prava x = —2, je vertikalna asimptota.

I xzzgh o 2@-R® 28— 12h+ 6k —h%)
erxI—4 \ oo ) TR0 @ hZ -4 w0 4—dh+hi-4

16 — 24h + 12h2 —2h> 16 _

= him —4h + 2 “Zo 7
2x3 xzzzh i 2Q@HR 208+ 12h+6h7 + 1)
B L hzo TR+’ —4 S 4+ah+RZ—4

.y 16 +24h+ 12h2 + 213 16
=i 4h + h? ~ Yo

400

Prava x = 2, je takode vertikalna asimptota. Ova funkcija ima dve vertikalne asimptote.

Na slici ispod se vidi kako izgleda grafik funkcije u okolini asimptota.

Ty

15



. 2x3
im
x—00 X2 — 4

= 0

Funkcija nema horizontalnu asimptotu. Sada ¢emo proveriti da li funkcija ima kosu

asimptotu.
2x3 2x3 3 3
s x2—4 RT x2—4 ERRT 2X T 2x _ 2 _
a = lim — = lim —— = lim ———= lim — =—=2
x—0 X x>0 = x—ox(x% —4) x-ox3—4x 1

1

_ 2x3 o 2x3—-2x(x*—4)  2x3—2x3+8x
b = lim —2x | = lim = lim =
xX—00 x? —4 x—00 x?—4

Funkcija ima kosu asimptotu y = 2x. Za dve tacke kroz koje prolazi grafik funkcija,

mozemo uzeti koordinatni pocetak (0, 0) 1 tacku (1, 2).

4. Ispitati neprekidnost funkcije:

2x+5, zax > -1

a)f(x)={l sax < —1 utacki x = —1
- <

x> —x+1, zax<1

utatkix = —1
xX>’+x+1, zax>1

b) FG) = {

2x+5

, Zax <2
C)_f(X) =4 x2 —1, zax € (2,3) utaCkama x = 2ix = 3.

e*?2 zax>3

ReSenje.
Da bi funkcija bila neprekidna u nekoj tacki a, neophodno je da limesi sa leve i sa desne

strane te tacke budu jednaki samoj vrednosti funkcije u toj tacki, tj

lim £(x) = lim, f(x) = f(a)

2x+5, zax > -1
Q) fx) =11

X

zax < —1
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-1
fED)=—=-1

A= ==t

xl_}{lri+ flx) = xEEr}+(2x +5)=2-(-1)+5=3

Funkcija je definisana u tacki x = 1, ali se levi i desni limes razlikuju, pa ova funkcija ima

prekid u tacki x = 2.

2—x+41, zax<1

utackix =1
24x—-1, zax>1

b) fo) = {*
fFO=12+1-1=1

xli_gl_f(x)=xli_>r{1_(x2—x+1)=12—1+1=1,
xli_glJrf(x)=xli_>r{1+(x2+x—1)=12+1—1=1

Ova funkcija je neprekidna u tacki x = 1, jer je ler{l_ flx) = xll)r{;r fx)=f1)=1

(2x+5
zax <2

AfX)=1{x2-1, zaxe(23)

e 2, zax>3
2:2+5 9
2 = = =
f@)=—F—=3
2x+5 9
. _ . — . — . 2_ — 2_ —
AR =g =y W= bt oD =2 o1 =3

Funkecija je definisana u tacki x = 2, ali se levi 1 desni limes razlikuju, pa ova funkcija ima
prekid u tacki x = 2.
fB) =e3%2=¢el=¢
Jip £ = Ji 67— =% ~1=8
2 _

. _ . X—2 __ 3—
ARSI = et = et = e
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I ovde je funkcija je definisana u tacki x = 3, ali se levi i desni limes razlikuju, pa funkcija

ima prekid i u tacki x = 3.

5. Odrediti asimptote funkcije:

x—1 x?+6x—7 x> —5x+6
Af@)=—, bDfW=——"F— Of®=—z7—
1 3
D@D =x-2  Of® =3
-1
Of ) =

Oblast deifinisanosti funkcije je Df = (—o0, —2) U (=2, +0).
Trazimo granicnu vrednost funkcije u tacki u kojoj funkcija nije definisana i to i sa leve i sa

desne stranene.

y x—1_ uvodimo smenux = —2—h .y _Z_h_l—l' —h—3_—3

- x+2 Zig ThN-—2-h+2 n —h -0
= 4+

y x—1_ uvodimosn;enu0x=—2+h i —2+h—1_1_ h—3_—3

ot +2 r TR T2+h+2 A% R0
= —o00

Da bi u tacki u kojoj funkcija nije definisana postojala asimptota, potrebno je da se za
granicnu vrednost dobije +oo ili —oo. Taj uslov je ispunjen u primeru, $to znaci da
funkcija ima vertikalnu asimptotu u tacki —2. To je prava koja je paralelna y-osi i
prolazi kroz tacku -2, na x -osi. Iz znaka koji stoji ispred oo u grani¢noj vrednosti

moZemo videti gde se kako grafik funkcije izgleda u okolini asimptote. Horizontalan

asimptota je pravax = —2
A
y
-2 0 Y

18



Proveravamo da li funkcija ima horizontalnu asimptotu, tako Sto trazimo limes

funkcije lim f(x). Ako limes postoji i ako jeste konacan lim f(x) = b, onda je prava
X—00 X—00

y = b horizontalna asimptota. To je prava koja je paralelna sa x-osom i prolazi kroz

tacku b na y-osi.

I x—1_1_1
e r+2 1

Funkcija ima horizontalnu asimptotu y = 1. Kada postoji horizontalna asimptota, ne

postoji kosa.

Z+6x—7
D) =

Oblast deifinisanosti funkcije je Df = (—o0, 2) U (2, +0).
Trazimo grani¢nu vrednost funkcije u tacki u kojoj funkcija nije definisana i to i sa

leve isa desne strane.

ReSenje.
_ X2+ 6x—7 uvodimo smenux =2 —h _ 2-h)?+6(2—-h)—7
lim ————— = h>0 = lim =
x>2-  x—2 h—0 2—h-2

h-0

4—4h+R?+12-6h—7  h?—10h—3 9

im h = lim————=—=—o

X2+ 6x—7 uvodimo smenux =2+ h Q+R2+6(2+h)—7
lim ————— = h>0 = lim =
x—27t x_z h—0 2+h_2

h-0

 4+4+4h+h*+12+6h—-7  h*+10h—-3 9
lim =lim————m—m—=—=+4w
h—0 h h—0 h 0

Da bi u tacki u kojoj funkcija nije definisana postojala asimptota, potrebno je da se
grani¢nu vrednost dobije +oo ili —oo. Taj uslov je ispunjen u primeru $to znaci da
funkcija ima vertikalnu asimptotu u tacki 2. To je prava koja je paralelna y-osi i
prolazi kroz tacku 2, na x-osi. Na osnovu znaka koji stoji ispred oo u grani¢noj
vrednosti moZemo videti gde se kako grafik funkcije izgleda u okolini asimptote.

Horizontalan asimptota je prava x = 2
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=y

Proveravamo da li funkcija ima horizontalnu asimptotu, tako Sto trazimo limes

funkcije lim f(x). Ako limes postoji i ako jeste konacan lim f(x) = b, onda je prava
X—00 X—00

y = b horizontalna asimptota. To je prava koja je paralelna sa x-osom i prolazi kroz
tacku b na y-osi.

o oxt+6x—7
lim —— =
x-0 X —2
jer je najvisi stepen u brojiocu veci od naviSeg stepena u imeniocu.
Sada proveravamo da li postoji kosa asimptota y = ax + b.

x24+6x-7 x2+6x-7

 fx) 2 .. 2 o x*+6x—7 . x*+6x—7
AR TR T MR TE TG TR e T
==
x2+6x—7 x2+6x—7—x(x—2

b= lim(f(x) —ax) = lim | —————— —x | = lim ( )=
xX—00 X—00 X —2 X—00 x—2

o x*’+6x—7—-x*+2x _ 8x—7 8
= lim = lim =—=8

xX—00 x—2 x—>00 X — 2 1

Dakle, postoji kosa asimptota y = x + 8. Trabaju nam dve tacke kroz koje ona prolazi,
da bismo mogli da je nacrtamo.Zax = 0, y = 8,ay = 0,za x = —8. Kosa asimptota
prolazi kroz tacke (0, 8) i (=8, 0).

x2—-5x+6
x2+1

x% + 1 # 0 za svaki realan broj x, pa je oblast definisanosti ceo skup realnih brojeva.

) f(x) =
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Df = R = (—o0, +0). Ova funkcija nema tacke prekida, pa nema ni vertikalnu

asimptotu.
. x*=5x+6 1
o xZ+1 1

Funkcija ima horizontalnu asimptotu y = 1. Kada postoji horizontalna asimptota, ne
postoji kosa.
x?—1

X

1
d = —_——_——=
) f) =x -~
Funkcija nije definisana u tackix = 0.Df = (—,0) U (0, +).
Trazimo grani¢nu vrednost funkcije u tacki u kojoj funkcija nije definisana i to i sa leve i sa

desne strane.

y x2—1_ uvodimo smenux =0—h = —h . (-h)?2—1 __1_

im h>0 = lim ———=—=+4o
x—0 X h=0 x—0 —h -0

) xz—l_ uvodimo smenux =0+ h=h . h2—1_—1_

xL%L x Zig _xL%L h 40

Horizontalan asimptota je prava x = 0, a to je y osa. Ovako izgleda grafik funkcije u

okolini vertikalne asimptote.

A
y

=y

x? -1

lim = oo, funkcija nema horizontalnu asimptotu.
X—00 X

Sada proveravamo da li funkcija ima kosu asimptotu.
2

x2—
e 5 x-1 1

a = lim = = =—=1
x—0 X X x2 1
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e) f(x) =

= lim——=1lim—=0
X—00 X xX—oo X

b = lim (f(x) — ax) = lim (
X—00 X—00
Postoji kosa asimptota y = x. Ona prolazi kroz tacke (0,0) i (1,1).
3

2(x + 1)
Df = (—o,—1) U (—1, +) Funkcija nije definisana u tacki x = —1, pa ¢emo

proveriti da li ima vertikalnu asimptotu u toj tacki.

y %3 (uvodimo srr;lenuox =-1-h ) (=1 —h)3
am_ 2 > = moe 2
x->-1"2(x + 1) hs0 h-02(—1—h+1)
_ ) (-1-h)? -1 B
T RS 2h2 40
3 (uvodimo smenux = —1 + h) (-1+h)?
lim —m—= = h>0 =lim2(—1 - h+1)2
—>— 2 -
x->-1t2(x + 1) W0 h—~0
" (-1+h) -1
= _ =—— = —00
noo 2h2 +0
Prava x = —1 je vertikalna asimptota. U okolini vertikalne asimptote grafik funkcije
izgleda ovako:
A
y
1|0 x
x3
;1_{{)10 m = oo Funkcija nema horizontalnu asimptotu. Trazimo kosu asimptotu.
x3 x3
a = lim 26r)? lim 2xt)? lim —3 = lim x =
x>0 X X—>00 % x-02x(x +1)%2  x-02x(x2+2x+ 1)
_ x3 1
T 0w 2x3 + 4+ 2x 2
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b=1 = x3 X = li x3_x(x+1)2_
= x]_]’)];]Q(f(X) - ax) - xl_l;l; z(x + 1)2 _5 - xl—l;go Z(X + 1)2 B

x> —x(x?+2x+1) xP-x-2x"—x —2x% —x

= lim

jer je stepen u brojiocu manji od stepena u imeniocu.

Funkcija ima kosu asimptotu

_lio=®
Yy=2*TP=5

i ona prolazi kroz tacke (0,0)i(2,1).
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