4 1ZVvOD FUNKCIJE JEDNE PROMENLJIVE

Nekaje f:4—> R, AR i x, tacka skupa 4 (f je realna funkcija a x, tacka koja pripada
oblasti definisanosti). Sa U(x, ) obelezavamo okolinu tacke x,. Neka je x proizvoljna tacka iz

U - okoline tacke x,, x e U(x,), x # x,. Sa Ax oznaCavamo priraStaj argumanta Ax = x — x,

asa Af(x) (ili Ay) prirastaj funkcije Af (x) = f(x)— f(x,).

A

y=f()
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Koli¢nik % predstavlja brzinu promene vrednosti funkcije u odnosu na promenu vrednosti

argumenta. Ukoliko se promena smanjuje, odnosno ukoliko tezi nuli, ovaj koli¢nik se naziva

izvod funkcije u tacki x,.

Definicija 1. Neka je f:A—> R, A< R 1 neka je U(x,) okolina tatke x, € 4. Neka je
xeU(xy), x # xy1x =x, +Ax . Prvi izvod funkcije fu tacki x, u oznaci f'(x,), je grani¢na

vrednost

: o +Ax) = f(x,
e = lim L * A0

Ax—0

ako ona postoji i ako je konacna.

Kako je x=x,+Ax, f(x,+Ax)—f(x,)=f(x)—f(x,)=Af(x), prvi izvod funkcije f

mozemo definisati 1 kao grani€nu vrednost koli¢nika priraStaja funkcije Af(x) 1 priraStaja

argumenta Ax §to zapisujemo f'(x,) = lim %
Ax—0



Iz x = x, + Ax, kad Ax — Oonda x = x,, pa prvi izvod funkcije mozemo zapisati u obliku

f,(x()) _ 111’1’1 f(x)_f(xo) '

X—>X( X — xo

Ako funkcija f ima prvi izvod u tacki x,, onda kaZzemo da je ona diferencijabilna u tacki x,, .
Neka je (a,b) c A. Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki intervela (a,b) onda se
kaze da je funkcija f diferencijabilan na intervalu (a,b). Funkciju f’(x) nazivamo izvodna

funkcija, a postupak odredivanja izvodne funkcije nazivamo diferenciranje.

Primer 1. Na osnovu definicije izvoda nadi izvod funkcije f(x) = Jx,zaxe [0,+0).

W) 11m«/x+ \/__1 \/x+Ax—\/;.\/x+Ax+\/;_
_AHO Ax—0 Ax m+\/;_

lim X+ Ax—x = lim = lim !

A0 Ax(Wx + Ax ++/x) A0 Ax(\/T +4fx) A0 (\/T Jx) 2\/;

Teorema 1. (0o odnosu neprekidnih i diferencijabilnih funkcija)

Nekaje f:4— R, A< R 1 U(x,) okolina tacke i neka x, + Ax e U(x,). Ako je funkcija 1’

diferencijabilna u tacki x,, onda je ona i neprekidna u toj tacki.

4.1 Izvodi nekih elementarnih funkcija

I. f(x)=sinx
. X+ Ax—x xX+Ax+x
sin(x + Ax) —sin(x) . Zsin o) cos 7
(sinx)' = lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sin —

Aa—0 Ax A0

2

= lim 2 -limcos(x+%j:1-cosx:cosx



Za izraCunavanje ove grani¢ne vrednosti upotrebljena je formula za transformisanje razlike

trigonometrijskih funkcija u proizvod trigonometrijskih funkcija

. . .o o+
sina —sin f = 2sin ’Bcos P

1 karakteristi¢na grani¢na vrednost

2
lim 3% _
x—>0 X o
2. f(x)=Inx
R
lnx+Ax 0 Ax
(Inx) = lim P *+AY) ~Inx :hm—leimln(nﬂ)“ _limln| 14— | =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 X Ax—0 l
Ax
X
t=— t 1
Ax . 1) . IARE L
=|Ax—>0 :hmln(1+—j =In hm(1+—j =lne* =—
t—o0 t t—00 t
t —> © o

Ovde je upotrebljena karakteristicna grani¢na vrednost hm(l + —j =e

X—>0 X

Na osnovu definicije, moze sa odrediti izvod svake funkcije. U tabeli ispod, data je tablica
izvoda nekih osnovnih funkcija, a u nastavku i pravila pomocu kojih se lakse odreduje izvod

funkcije u odnosu na postupak na osnovu definicije, odredivanje grani¢ne vrednosti.



Tablica izvoda

(1) (¢)'=0,c=const.ce R ) (x") =nx""',neN
3) (\/;)'= 2\1/; 4) (e") =e",(a") =a"Ina
(5) (Inx)' = 1 (6) (sinx)' = cosx
X
(7) (cosx) = —sinx (8) (1gx)' = ! >
cos“x

(9) (ctgn) = —— (10) (aresiny) =

Sin“x 1—x?
(11) (arccosx) = - ! (12) (arctgx)' = ! :

1-x? 1+ x

(13) (arcctgx)' = - 1x2

4.2 Pravila za diferenciranje

Teorema 2. Neka su f(x)i g(x) realne funkcije definisane u okolini tacke x € R1

diferencijabilne u tacki x, i neka su a,b € R. Tada su i funkcije af(x),

f(x)tgx), f(x) g(x), %, g(x) # 0 diferencijabilne u tacki x 1 pri tom vazi
g(x

(1 (@) =af"(x)
2 (D) = ()£ (X)),
G (f(0)-g) =/"(Ngx)+ f(0)g'(x),

(4

N’

(f(x)J GV R GG N
g(x) g’ (x)

Dokaz.

of (4 A —af () _ e a(f (e AY) = £(x)
Ax Ax

Ax—0

() (af(x) £lim



(prema teoremi o operacijama sa grani¢nim vrednostima funkcija, konstantu a mozemo staviti

ispred /im)

=a-lim At Azz mAC . af’'(x) (prema definiciji izvoda funkcije)

s i ]+ A+ g+ AY) = (f () + g() _
@) (f)+g) Llim . =

iy G+ AX) = £(0)+ g+ AY) — g(x) _

Ax—0 Ax
i S EFA) — f(x) g+ AY) —g(x) :
= lim HEEE0 0 1im S EOELD - (1) + ')

ey [y SO AD) g+ AY) = f(3)- g (x)
() (f(®)-g@) =lim o =

(dodajemo i oduzimamo f(x+Ax)-g(x))

lim (A - g(x+ Ax) + f(x + Ax) - g(x) = f (x+ Ax) - g(¥) = /(%) g(x) _
Ax—0 A_X,‘
— lim gx)- (f(x+Ax)— f(x)+ f(x+Ax)(g(x+ Ax) — g(x)) _

Ax—0 Ax

=g(x)

limf(x+Ax)_f(x)+limf(x+Ax)-grr%g(x+AZ)2_g(x) _

Ax—0 Ax Ax—0
=g(x)- f1(x)+ f(x)-g'(x) = f'(x)- g(x) + f(x)- g'(x)

Primer 2.
5 =0, 1000 =0, —1000"=0 e’ =0 izvod od bilo kog broja je 0.
x' = 1, zato $to x moZemo napisati kao x* i kad primenimo pravilo (2) dobijamo da je
=@ =1-x1"1=x=1
(x?) =2x*"1=2x

(x3) =3x371 = 3x2

5



(3x?) =3 (x?) =3-2x = 6x
(5sinx)’ = 5(sinx)’ = 5 cosx
Ovde smo primenili pravilo (1), kad imamo proizvod broja i funkcije, broj prepiSemo, a

trazimo samo izvod funkcije.

Primer 3. Naci izvod funkcija

a)f(x) =x3—-2x2+3x—-7

Ovde ¢emo primeniti osim pravila (1) i pravilo (2) po kojem se izvod od zbira funkcija
odreduje tako §to se trazi posebno izvod od svakog od sabiraka. f'(x) = (x> — 2x% + 3x —
7' =3 —(2x3)"+ (Bx) —(7) =3x>—-2(x*)'+3x' -0
=3x2—-2-2x+3=3x*—4x+3

b) f(x) = x-sinx

Ovde primenjujemo pravilo (3) za izvod od proizvoda funkcija.

f'(x) = (x-sinx)’ = x'-sinx + x - sin’x = 1 - sinx + x - cosx = sinx + xcosx

X

e
&) f0) =—

Ovde primenjujemo pravilo (4) za izvod koli;nika dve funkcije

!
. e* e®) x—e*-x' e*x—e*-1 e*(x—-1)
f (x) =|—) = > = > = >
x x X x
d) f(x) =tgx
Primenom pravila (4) mozemo do¢i do tablicnog izvoda funkcije tgx koristeci
sinx
tgx =
9 CoS X
) ) sinx\' sin’x-:cosx — sinx - cos’'x  cosx - cosx — sinx - (—sinx)
f (x) = tg X = = > = > =
Cos X cos? x cos? x
cos?x + sin®x 1
cos? x cos? x

na osnovu trigonometrijskog identita|sin2x + cos?x = 1|

Teorema 3. (Izvod sloZene funkcije) Neka je funkcija f° diferencijabilna u tacki x i neka je

funkcija g diferencijabilna u tacki f(x). Onda je funkcija & = g o f takode diferencijabilna u

tacki x 1 vazi formula

h'(x)=((g° ) =(g(f(x)))' =g'(f(x) f'(x)



Primer 4. Naci izvod funkcije
a) y=In(1+x?)
U ovom slucajuje y = g(f(x)), gdeje g(x)=Inx a f(x)=1+x".Paje

1
1+

2x

y'=(ln(l+x2))’-(l+x2)’= -
1+x

() =

b) y =cos(l+3x)
Izvod slozene funkcije moZemo traziti i uvodenjem smene ¢ =1+ 3x, odakle je y =cost a
y'=(cost) -t =(sint)-¢' = (sin(1+ 3x))-(1+ 3x)" = (sin(l + 3x)) - 3 = 3sin(1 + 3x)
c) y=arcsinx .
Funkcija arcsin x je inverzna funkciji sin x, pa odavde sledi x =sin y.
Diferenciranjem leve i desne strane dobijamo
x"=(siny)
primenjujemo pravilo za diferenciranje slozene funkcije
I=sin"y-y'
[ 1 1
cosy \/l—sin2 y - g

l=cosy-y'=y'=

Odnosno (arcsinx)’' = - . Dobili smo jo$ jedan tabli¢ni izvod.

1-x

n—ti izvod funkcije

Ako je funkcija f'(x) diferencijabilna u tacki x, onda se izvod funkcije f'(x)naziva drugi
def
izvod funkcije f(x) i oznaéava f"'(x) = ¥ (x) = (f'(x))'. Analogno se definise

def /
n-ti izvod funkcije £ (x) =(f""(x)), n=1,2,3,...

nulti izvod funkcije f(x) je po definiciji ¥ (x)= f(x).

Primer 5. Naci n-ti izvod funkcije y = % . Ovu funkciju mozemo zapisati i u obliku

-1 P 21— Y — (1 — )2 — 1
y=(1-x) y=—0-x)"(1-x)=(0-x) (l—x)2
V= (=x0)7) =20 (1= x) = 21— %) = —
(1-x)
ym:(2(1—)6)73),:2'(_3)'(1_x)74(1_x)’:2'3(1—)5)74= 234
(1-x)



) _ n!
Odavde mozemo izvuéi zakljucak da je n-ti izvod funkcije v = (1—x)"" -

IZVOD FUNKCIJE - VEZBE

NAPOMENA: Najpre pogledajte i pokuSajte da shvatite primere sa predavanja. Tamo su
dati najlaksi primeri. Zatim proradite primere sa veZbi. Da biste shvatili, nije dovoljno
samo da ih pogledate, ve¢ onda kad mislite da su vam jasni, probajte da ih resite sami, ne
gledajuci resenje. Tek kad zavrsSite, uporedite sa reSenjem. Kad ste to uspesno prosli,
predite na zadatke za samostalno vezbanje. Naravno, za sve $to vam nije jasno mozZete
da mi se javite.

1. Odredi izvod sledecih funkcija

a)f(x)zZsinx+j—3—51nx, b) f(x) = Vx - cosx, c)f(x)=4\/F+23\/F,

D) Flx) = x3 ()_x2—4x+5

W@ =gqy 9JW=""77

Za ove zadatke ¢emo Kkoristiti slede¢a svojstva
1 1 1 [
sz_p' &:W:xi 3\/§=x§, W:xq

ResSenje.
!

a) f'(x) = (2 sin x +j—3— 51nx) =2-(sinx) +3-(x3)—=5-(lnx)' =

N 1 s 9 5
=2cosx+3 - (=3x> 1) —5-=2cosx—9x™* ——=2cosx —— ——
x ) x x*  x
, cosx
b) f'(x) = (Vx) - cosx +V/x(cosx) = ———=cosx + Vx(—sinx) = — — xsinx
) f'(0) = (Vx) (cosx)' = == (=sinx) = ==
' 3\/ 2y\/ 3 2 1 1
c) f'(x) = (4\/x3 + zi/xZ) =4 (xi) 42 (x§> =4xz ' 4243 = 4x2 4+ 2473 =
2
=4/x + 5=
x
) F1o0) = x3 ’_(x3)’(2x+1)—x3(2x+1)’_3x2(2x+1)—x3-2_
VI =\n5q1) = (2x + 1)2 T 2x+1)2
_6x® +3x? —2x°  4x° +3x?
o x+1)?2 0 (2x+1)2
, x?—4x+5\ (% —4x+5)(x+2)— (x*—4x +5)(x +2)'
e)f'(x) = = 2 =
x+2 (x+2)
Qx4 +2)-(x*—4x+5)-1 2x°+4x—4x—8—x*+4x—5
B (x + 2)2 B (x + 2)2



_x2+4x—13
T (x4 2)?

2. Odrediti izvode sledecih sloZenih funkcija

a)y =cos(—x),b) y =sin(Rx +1),c)y= (1 —x)%,d) y = (x> + 2x — 5)?,

2x + 1 2y _(x—-1)° o x3
1—x' f)y_x2—4' g)y_(x—Z)z' )y_(l—x)z

e)y=

Resenje.
a) y = cos(—x) Za funkciju cos x postoji izvod u tablici. Medutim, ovde kao argument
imamo —x, i to viSe nije tabli¢ni izvod. Izvodi SloZene funkcije najlakse se nalaze
pomocu smene. Posto ovde kao argument funkcije imamo —x, uvodimo smenu
t = —x. Umesto y = cos(—x), piSemo y = cost. Moramo voditi racuna da je
y' = (cost)'t’, prema pravilu za izvod sloZene funkcije.
t=—x=-1-x
t'=-1
y' = (—sint) - (—1) = sint. Sada umesto t vra¢amo - x i dobijamo
y' =sin(—x) = —sinx
b) y = sin(2x + 1)
t=2x+1,t'=2x+1) =2, y=sint
y' = (sint)'t’ = (cost) -2 =2cost = 2cos(2x + 1)
c)y=(1-x)
t=1-x, t'=-1, y=t? vy =0{>)'t' =2t-(-1)=-2t=-2(1—%)
d)y = (x3+2x—5)2
t=x34+2x-75, t' =3x%+42
y=t3 y =)'t =2tt' = 2(x3 + 2x — 5)(3x% + 2)

2x+1
1—x

e)y =

_2x+1

1—x
Da bismo izracunali t" moramo da primenimo pravilo za izvod koli¢nika, koje moZe da
se zapiSe jednostavno ovako:
. u o, uv—w
akojey —;,onda]ey i —

Unasemsluéajuu =2x+ l,av=1-x,pajeu’ =2,v' = -1



Primenom formule dobijamo

, 22(1-x0)-2x+1)-(-1) 2-2x+2x+1 3
B (1 —x)? R ok
' 1 1 3 1 |1—x 3
y =1t y=(\/f)t=2\/zt=2\/m(1_x)2=§"2x+1(1_x)2
1—x
2x3
Ny=7—2
L @) (x*—4) - 2x3(x* —4) 6x*(x*—4)—2x*-2x  6x* —24x* — 4x*
B (% —4)? @ -y T @t

2x* — 24x2
“ o
(x—1)°
g)}’=(x_—2)2

(=1 (x=2)? = (x — 1D*((x — 2)%)’
B ((x —2)2)?

ili moZemo uvesti smenuu = (x — 1)3,v = (x — 2)2.1u i v su sloZene funkcije, pa ako
uvedemo smenut =x — 1,t' = 1,imamou = t3,u’ = (t3)'t' = 3t%-1 =3(x — 1)?
z=x—-2z =1Lv=z%,v =(2%)'z =22z’ =2(x—-2)-1=2(x — 2)

Cuv—uw' 3 -1)?(x -2 - (x—-1)°-2(x—-2)

!

YT CEPBE
-2 -2)(Brx-2)-2(x—-1) (x-1*@x—-6-2x+2)
B (x —2)* B (x—2)3 B
(e =1)%(x—4)
(x —2)3
3
h) y= (1 _x)z
y = %, u=x3u =3x%v=_1-x)?uvodimo smenut =1—x,t' = —1,v = t?,

v =)'t =2tt' =2(1—x) (1) = -2(1 —x)
, _uv—uv' 3x*(1-x)?—-x°- (—2(1-x)) 2?1 -x)BA—x)+2x)

YT (1—x)?)2 1-x"
_x*(3-3x+2x) x*(3—x)
ST (1-x° (d-xp°

3. Odrediti prvi i drugi izvod funkcije

10



x?—x+1 (x —1)? _2x*-1

rb S - N9
—1 VY= mvors YT aoDe

a)y =
u=x’—-x+1u =2x-1Lv=x-1v =1

, uv—uw' Rr-Dx-D-@P-x+1)-1 2x*-2x—x+1-x*+x—-1_

Y e T x—1)? - x—1)? -

_x2—2x
C (x—1)2

u_(l)l_ xz_zx,
y - y - (x_l)z
u=x%-2x,u =2x—2=2(x—1),v=(x —1)? uvodimo smenut =x — 1,t' =1,

v=t3v =2tt' =2(x—-1)-1=2(x—1)
20 -Dx -1 - (x*=20)2(x -1 2(x - D((x—-1)* - (x* - 2x)) _

((x —1)%)? (x —1D*
C2(x*=2x+1-x*+2x) 2
B (x—1)3 S (x-1)3
x? —2x 2

! n

Y = a—02| P Ta-12

(x —1)?
by=—m17.738
x4+ 2x+8
u=(x-1D%u =2(x—-1),v=—x2+2x+8v =-2x+2=-2(x—1)
o 2= D(—x*+2x+8) — (x — D?}(-2(x - 1))
7 = (—x? 4+ 2x + 8)2 -

2 — D[-x?+2x+8+ (x—1?] 2(x—D[-x*>+2x+8+x>—2x+1]
N (—x% + 2x + 8)2 N (—x% 4+ 2x + 8)2 N
18(x — 1)

" (—x% + 2x + 8)2

no__ AV 18(x_1) ’_ x—1 ,
y'=0" _((—x2+2x+8)2> _18<(—x2+2x+8)2>

u=x-1u =1,v=(—x%+2x + 8)% uvodimo smenu t = —x? + 2x + 8,t' = —2x + 2
v=1t3v =2tt' =2(—x? +2x + 8)(—2x + 2)
1-(=x®+2x +8)% — (x = D2(—x* + 2x + 8)(—2x + 2) _
((—x2 + 2x + 8)2)2
8_(—x2+2x+8)[—x2+2x+8—2(x—1)-(—2)-(x—1)]
(—x2 + 2x + 8)*

y"' =18

11



—x*+2x+8+4(x—1)% —x*+2x+8+4x* —8x+4

=18 =
(—x% + 2x + 8)3 (=x%+2x +8)3
_1s 3x? —6x+12  18-3(3x*> —2x+4) 54(3x* —2x +4)
B (=x2+2x+8)3  (—x2+4+2x+8)3  (—x2+2x+8)3
,  18(x—1) . 54(3x*-2x+4)
Y = Cxr+2x+ 82| Y T (ca2+2x+8)°
_2x* -1
VY=o

u=2x*>-1,u =4x,v = (x — 1)? ovde uvodimo smenut = x — 1,t' = 1,v = t?,
v =2tt'=2(x—-1)-1=2(x—-1)
CAx(e—12 - 2x*-1)2(x-1) 2(x—-D2x(x-1) - 2x*-1)]
((x —1)?)? (x —D*
_2[2x* —2x—2x*+1]  2(1-2x)
(x—1)3 (x—1)3

. ,,_<2(1—2x)>’_2(1—2x)’
y _(y) - (x—1)3 - (x_1)3
u=1-2x,u' =-2,v=(x—1)3 uvodimo smenut =x —1,t' = 1,v = t3,

v' =3t =3(x —1)%-1=3(x—1)?
—2(x—-1)°-(1-2x)-3(x—1)* _ ) (x—1)?[-2(x— 1) — 3(1 — 2x)]

!

((x —1)3)? - (x —1)°
_ —2x+2—3+6x_2 4x—1  2(4x—1)
- (x —1)* T -DY k-

, 2(1-2x) . 2(4x-1)

Y = -3 | |7 T -1t

12



IZVOD FUNKCUJE - vezbe

1. Odrediizvod funkcije:

a) f(x) = x* — cosx + 2v/x, b) f(x) = 2e* + 3Inx, c¢) f(x) = 3x° —i

2x2
d) f(x) = e*arcsinx, €) f(x) = 33x* — 2//x3, f) f(x) = xInx, g)f(xfﬁj

2. Odrediizvod sloZene funkcije:
aA)y=1-x*% by=e3*1 o)y=In(x3-1), d)y=arctg(1l+ x?).
3. Odrediti prvi i drugi izvod funkcije

x?—8x+16 o (x+2)? x2+x—2 x3

)y = x—3 YT xriax—5 9V7 (x+3)2%"° d)y:x2+12

13
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