MONOTONOST, KONVEKSNOST I KONKAVNOST FUNKCIJE

4. 3 Osnovne teoreme diferencijalnog racuna

Definicija 1. Nekaje f: A— R, A< R funkcijainekaje (a,b)c 4,1 c €(a,b).
Funkcija f ima u tacki ¢

(1) lokalni maksimum ako vazi (Vx € (a,b)) f(x) < f(c)

(2) lokalni minimum ako vazi (Vx € (a,b)) f(x) > f(c).

Fermaova teorema. Neka je f: A — R, A < R funkcija i neka je interval [a,b] < 4. Neka je
c tacka intervala, ¢ € (a,b) u kojoj funkcija dostiZze svoju najvecu ili najmanju vrednost. Ako

je funkcija f diferencijabilna u tacki c onda je f'(c)=0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija u tacki ¢ dostize svoju najvecu vrednost na intervalu(a,b).

Prema prethodnoj definiciji to znaci da je za svaku tacku x iz intervala (a,b), f(c)> f(x)

odnosno f(c)— f(x)>0. Akoje x €(a,c),ondaje c—x >0, paje MZO.
CcC—X

fO-/®)

cC—X

Ako x e (c,b),ondaje c—x<0,paje

Na osnovu ovih zapazanja zakljucujemo da je

imZ QD =T® 56 i 1im /D=

x—c” cC—X x—c* C—X
Ako je funkcija diferencijabilna u tacki ¢ onda postoji grani¢na vrednost

o i S (©)— [(X)
f'(c)=lim o

X—C

A kako postoji grani¢na vrednost kad x — ¢ onda postoje 1 leva i desna grani¢na vrednost i one
su jednake pa je

:hmf(c)_f(x) ~-0

x—>c” cC—X x—>c* cC—X

X—>C

£1(0) =11mf(c)_f(x) _ hmf(c)_f(x)
C—X

Dokaz je sli¢an 1 pri pretpostavcei da funkcija dostize svoju najmanju vrednost u tacki c.



LagranZova teorema. Nekaje f: A — R, A < R funkcija ineka je interval [a,b] < 4. Ako je
funkcija fneprekidna na segmentu [a,b] 1 diferencijabilna na intervalu (a,b), tada postoji tacka

c € (a,b) tako da vazi

f®B)=fla)=(b-a)f'(0).

4.3 Monotonost funkcije

Definicija 2. Nekaje f: 4A— R, A < R funkcijaineka je interval [a,b] = A . Funkcijaf je na
intervalu [a,b]

1) monotono rastuca ako vazi (Vx,y €[a,b)(x <y = f(x)< f())

2) monotono neopadajuéa ako vazi (Vx,y €[a,b])(x <y = f(x) < f())

3) monotono opadajuéa ako vazi (Vx,y €[a,b])(x <y = f(x)> f (1))

4) monotono nerastuéa ako vazi (Vx,y €l[a,b])(x <y = f(x)= f(»))

5) ogranicena odozgo ako postoji realan broj M takav da vazi (Vx €[a,b])f(x) <M

6) ogranicen odozdo ako postoji realan broj m takav da vazi (Vx €[a,b]) f(x) > m.

Pomocu prvog izvoda, a na osnovu sledece teoreme se lakSe utvrduje monotonost funkcije.

Teorema 1. Nekaje f: A— R, A< R funkcija i neka je interval [a,b] — A . Neka je funkcija
f(x) neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na (a,b). Ako je (Vx € (a,b))f'(x) >0 onda je
funkcija f(x) monotono rastuéa na intervalu [a,b], a ako je (Vx e (a,b))f'(x) <0Oonda je

funkcija f(x) monotono opadajuca na intervalu [a,b].

Dokaz. Pretpostavimo da vazi (Vx e (a,b))f'(x)>0. Dokazatemo da je funkcija f(x)
monotono rastu¢a na tom intervalu. Neka su x,y € (a,b) dve proizvoljne tacke iz intervala
(a,b), takve da je x < y. Posto je f(x) neprekidna na [a,b] 1 diferencijabilna na (a,b) onda
jeonaina intervalu (x,y) neprekidna i diferencijabilna pa prema Lagranzovoj teoremi postoji

tacka ¢ €[x, y] tako da vazi

FW-f)=0-xf"()



Iz x< y sledi da je y—x>0. Iz pretpostavke teoreme (Vx € (a,b))f'(x) >0 sledi da je i
f'(c)>0. Kako je (y—x)>0 1 f'(¢)>0 onda je 1 njihov proizvod veéi od nule
(y—x)f'(c)>0. Odatle dobijamo da je f(y)— f(x)>0, odnosno f(x)< f(y) Sto po

definiciji zna¢i da je funkcija fix) monotono rastuca. Slicno se dokazuje i da je funkcija

monotono opadajuca.

4.4 Ekstremne vrednosti funkcije

Fermaova teorema daje potreban uslov za postojanje ekstremne vrednosti: ako funkcija u nekoj

tacki ¢ ima lokalni minimum ili maksimum ondaje f'(c)=0.Medutim to nije i dovoljan uslov.

Dovoljan uslov za postojanje lokalnog minimuma odnosno maksimuma daje slede¢a teorema.

Teorema 2. Neka je funkcija f(x) neprekidna u tacki x, 1 diferencijabilna na intervalu
(xg —0,xy) U(xy,x, +0). Ako je

(1) (Vxe(xy—0,x0)f (x)>0)A((Vx € (xy,%, +9)f'(x) <0) tada u tacki x, funkcija ima
lokalni maksimum f'(x;).

a, ako je

(2) (Vxe(xy—0,x0)f (x) <O)A((Vx €(xy,x,+0)f'(x)>0) tada u tacki x, funkcija ima
lokalni minimum f(x;).

A A

v
v

monotono opadajuca monotono rastuca
funkcija funkcija




Moguce je da je u nekoj tacki c prviizvod f'(c¢) =0, ali da prvi izvod ima isti znak i za manje
izavece vrednosti od c. U tom slucaju u tacki ¢ ne postoji ekstremna vrednost ali mozda postoji
prevojna tacka.

Dakle ako je u nekoj tacki ¢, f'(c¢) =0 1iako u toj tacki funkcija menja monotonost onda u toj

taCki postoji ekstremna vrednost. Ako iz monotono rastuce prelazi u monotono opadajucu, onda
u toj tacki postoji lokalni maksimum, a ako iz monotono opadajuce prelazi u monotono rastucu,

onda u toj tacki postoji lokalni minimum.

Ekstremne vrednosti se mogu ispitivati i upotrebom visih izvoda, na koji na¢in sazna¢emo iz

sledece teoreme.

Teorema 3. Neka funkcija f(x) ima neprekidni drugi izvod u okolini (x, —o,x, + ), tatke
x, inekaje f'(x,)=0.
(1) Akoje f"(x,)> 0, onda funkcija ima lokalni minimum f'(x,) u tacki x,.

(2) Akoje f"(x,) <0, onda funkcija ima lokalni maksimum f(x,) u tacki x,.

2x%-1
(x-1)2"°

Primer 1. Ispitati monotonost i odrediti ekstremne vrednosti funkcije y =

Potrebno je najpre da nademo prvi izvod funkcije. To smo uradili u okviru prethodnih veZzbi.
. 2(1—2x)
Y =T
(x—-1)
Monotonost funkcije se odreduje na osnovu znaka prvog izvoda (funkcije y'), a tacke u
kojima funkcija mozda ima ekstremne vrednosti su nule funkcije (stacionarne tacke).

y' = 0, akko je brojilac jednak 0, tj. 2(1 — 2x) =0

21-2x) =0

1-2x=0

—2x =-1

L_Tl1

-2 2

Za odredivanje znaka potrebne su nam 1 nule izraza u imeniocu.
x-—1)3=0
x—1=0

x=1
Na osnovu ovoga mozemo jos zakljuciti da je oblast definisanosti Df = (—o0,1) U (1, +0)
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| 2(1 —2x)
1
2
- - - - = - - 4+ + + + '
: (x—1)°
1
- - - - 4+ + - - - - . 2(1-2x)

Funkcija je monotono rastuca na intervalu gde je prvi izvod pozitivan, a opadajuca na

intervalu gde je prvi izvod negativan. Ova funkcija je monotono opadajuc¢a intervalima
(—00, %) i (1, +0), a monotono rastuca na intervalu G, 1). U tacki x = %, funkcija ima nulu

prvog izvoda i posto do te tacke opada, a iza nje raste, funkcija ima u toj tacki lokalni
minimum. Funkcija takode menja monotonost i u tacki x = 1, ali ova tacka ne pripada oblasti
definisanosti i ona nije nula prvog izvoda, pa u toj tacki ne postoje ekstremne vrednosti

funkcije. Sada treba jos izraCunati y koordinatu tacke minimuma.
2

a4 2.1 _q
2

. .. 1
Koordinate minimuma su P,,;, (5, —2).

Drugi nacin da se odredi da li funkcija ima u nekoj tacki ekstremnu vrednost je preko znaka

drugog izvoda ove funkcije u toj tacki.

Drugi izvod funkcije je y" = 2((:_x 1_)1)
1
1 . 2(45-1) 2
Zax =5,y =—— 3 =77%
2 vl
(z-1) =

J . y - v . v .. vy - 1.
Dobili smo broj ve¢i od nule, §to prema Teoremi 3. znaci da funkcija u tacki x = 5 ima

lokalni minimum.



4.5 Konveksnost funkcije i prevojne tacke

Definicija 3. Nekaje f: A— R, A< R funkcija i neka je interval [a,b] = 4. Funkcija fje:

(1) konveksna na intervalu [a,b] ako vazi (Vx, y €[a,b]) f[x -|2- J/j < S (x) "2‘ S :

(2) konkavna na intervalu [a,b] ako vazi (Vx,y €[a,b]) f(x er y] S S (x) ; J) .

iy el
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\
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Konkavna funkcija



Ispitivanje konveksnosti 1 konkavnosti funkcije je mnogo jednostavnije na osnovu znaka

drugog izvoda i zakljucaka koje nudi sledeca teorema.

Teorema 4. Neka funkcija f ima neprekidan drugi izvod na intervalu [a,b]. Ako je
(1) (Vx €[a,b])f"(x) > 0, funkcija je konveksna na intervalu [a,b],
(2) (Vx €[a,b])f"(x) <0, funkcija je konkavna na intervalu [a,b].

Definicija 4. Neka je funkcija f (x) neprekidna u tacki x, € 4. Ako u x, funkcija menja

konveksnost u konkavnost ili obrnuto, onda je tatka P(x,, f(x,)) prevojna tacka grafika.

2x%2-1
(x-1)%°

Primer 2. Ispitati konveksnost i odrediti prevojne tacke funkcije y =

Za odredivanje konveksnosti, konkavnosti i prevojne tacke potreban nam je drugi izvod

funkcije.
. 24x-—1)
dNCE
Treba da odredimo nule i znak drugog izvoda.
20x—-1) =0
4x—1=0
4x =1
1
"

Mozda je ovo prevojna tacka, $to zavisi od toga da li drugi izvod menja znak u toj tacki.

— - - - - — 4+ 4+ + + +

; 2(4x — 1)
1
4
+ 4+ 4+ + + + + 4+ 4+ + o+
: (x—1)*
1
- - - - - — 4+ + + + +
_ 2(4x—1)

T
/ N\ N
4



Interval na kojem je drugi izvod negativan, funkcija je konkavna, a interval na kojem je drugi

izvod pozitivan, funkcija je konveksna. Ova funkcija je konkavna na intervalu (—00, i), a
konveksna na intervalima G, 1) i (1, +00). Funkcija nije definisana u tacki 1. S obzirom da

.. . vy - 1 v . . v . C ey v .
drugi izvod menja znak u tacki 2 ova taCka je prevojna tacka 1 potrebno je jo$ izraCunati njenu

y koordinatu.

1 2x% -1 2(%) -1 14 5
T ey

1 5
koordinate prevojne tacke su (Z' -1 5 )



MONOTONOST, KONVEKSNOST I KONKAVNOST FUNKCIJE - vezbe

1. Ispitati monotonost, konveksnost i odredidti ekstremne vrednosti i prevojne tacke

funkcije:

_x*-8x+16 N (x +2)? x4 x-2 Qv = x3
vy = — DY = a5 9" (x+3)% "’ )Y =wi12

Za prethodni domacdi ste ve¢ imali da odredite prvi i drugi izvod ovij funkcija, tako da
se sada ne¢emo baviti traZzenjem izvoda, ve¢ ¢emo iskoristiti reSenja, a ovde ¢emo se

posvetiti monotonosti i konveksnosti.

x% —8x+ 16 , x*—6x+8 . 2

x—3 ' YT Tx=32 " Y T&x-3)3

monotonost i ekstremne vrednosti

a)y =

Najpre odredujemo nule prvog izvoda
y' = 0 ako i samo ako je izraz u brojiocu jednak nuli, tj. x* — 6x + 8 = 0.

x2—6x+8=0

_ —(-6)+/(-6)2—4-1-8

1,2 21
_6+v36—-32 6+£2
¥z = 2 -T2
6+ 2 6—2
x1=T=4’ xzszz
Nule prvog izvoda se zovu jos i stacionarne tacke.
Sada odredujemo znak prvog izvoda.
++ + +- - - + + +
: : x> —6x+8
2 4
++ + ++ + + + +
i (x — 3)?
3
++ + +- - - + + + , x*—6x+38

= I I Y ==z
/ 23 >l /v (x—3)



Funkcija je monotono rastuca na intervalima (—oo, 2) U (4, +0), a monotono opadajuca
na intervalima (2,3) U (3, 4). Funkcija u tacki x = 2, menja monotonost iz rastuce u
opadajacu, pa u toj tacki ima lokalni maksimum. U tacki x = 4, iz opadajuce prelazi u
rastucu, pa u toj tacki ima lokalni minimum. Sada je potrebno izra¢unati ykoordinate tih
taCaka.

22-8-2+16 42 —8-4+ 16
>3 =—4,azax =4, VYmin = 13 =

Pmax(z’ _4‘): Pmin(4" O)

ZaxX =2, Ymax =

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke

Najpre odredujemo nule drugog izvoda funkcije

"= ﬁ = 0 ako i samo ako je izraz u brojiocu jednak nuli. Ovde u brojiocu imamo
konstantu 2, pa drugi izvod nikad nece biti jednak 0, tj. ova funkcija nema prevojne
tacke.

Zatim odredujemo znak drugog izvoda funkcije. y" ima isti znak kao i izraz u imeniocu

(x — 3)3.

T S S S T

YR

Pomocu znaka drugog izvoda odredujemo oblik funkcije. Funkcija je konveksna na
intervalu gde je drugi izvod pozitivan (3, +o0), a konkavna na intervalu gde je drugi
izvod negativan (—oo, 3). Funkcija menja konveksnost u tac¢ki x = 3, ali ova tacka ne

pripada oblasti definisanosti. U toj tacki funkcija ima vertikalnu asimptotu.

by v = (x +2)? ,  —18(x+2) . 54(x*+4x+7)
)y_x2+4x—5 y_(x2+4x—5)2 Yy = (x2 + 4x — 5)3

monotonost i ekstremne vrednosti
y' = 0 ako i samo akoje —18(x+2) =0
—-18(x+2) =0
x+2=0

x = —2 je nula prvog izvoda funkcije.
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U imeniocu ove funkcije nalazi se izraz (x? + 4x — 5)?, $to znaci da je vrednost ovog
izraza uvek pozitivna i nece uticati na znak prvog izvoda. (x? + 4x — 5)? ima dve nule

x=-5ix=1.

Kao $to se vidi iz slike ispod, znak prvog izvoda funkcije y’ isti je kao i znak izraza

—18(x + 2).

o+ o+ - - - - - -
| —18(x + 2)
-2
e S S S S S S
,' ; (x% + 4x — 5)?
-5 1
+ + + + - - - - - —18(x + 2)

!

P2 N N R

Funkcija je monotono rastuc¢a na intervalima (—o, —5) U (=5, —2), a monotono
opadajuca na intervalima (—2,1) U (1, +00). U tacki x = —2 menja se znak prvog izvoda
iz + u -, pa u toj tacki funkcija ima lokalni maksimum i treba izra¢unati njegovu y
koordinatu.

(—2 + 2)? B
(-2)2+4(-2)-5

ZaxX = —2,Ymax = 0, Pmax(_zi 0)

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke

. 54(x* +4x +7)
~ (x2 4+ 4x —5)3

= 0 akoisamo akoje54(x2+4x +7) =0

54(x?+4x+7)=0
x2+4x+7=0
—4+VA2—4-1-7 —4+V16-28 —4+V-12
2-1 B 2 B 2

Ova jednacina nema realna resenja jer je diskriminanta manja od nule (D = —12).

X1,2 =

Izraz x? + 4x + 7 je uvek vedi od nule, jer je znak ispred x? pozitivan, pa je samim tim i
izraz 54(x? + 4x + 7)uvek vedi od nule. Prema tome funkcija nema preovjne tacke. Izraz
(x? + 4x — 5)3 ima isti znak kao i zraz x + 4x — 5 jer je na stepen 3 (Izraz na neparni
stepen ima isti znak kao i izraz na stepen 1). Prema tome, drugi izvod funkcije ¢e imati

isti znak kao i izraz x? + 4x — 5.

11



+ + - - — — 4+ + +

U-Q 1

Funkcija je konveksna na intervalima (—oo, —5) U (1, +) i konkavna na intervalu
(=5,1).

x2+x-2 | 5x+7 . —2(5x+3)

VY="15332 Y "ar3p Y T xra)

monotonost i ekstremne vrednosti

_ Xt T akoi kojeS5x+7 =0
y—(x+3)3— ako i samo ako je 5x =
5x+7=0
5x = =7
__7_ 1 | izvod
x = c= 5nuaprvoglzvoa
e A -
2
- -4+ 4+ 4+ 4+ 4+ + + + +
| (x +3)3
-3
++————++++,5x+7
i i y =
3)3
/7_3 \ _13 /v (x+)

Ul

e s , . . 2
Funkcija je monotono rastuca na intervalima (—oo, —3) U (—1 = +00), monotono

opadajuca na intervalu (—3, -1 %) U tacki x = —g = -1 % funkcija ima lokalni minimum.
N 7
7 (——) —g—2 9 7 9
— _\ 5 5 _
Zax==—¢ Ymin = - 2z - "1 "mn\"35 " 76
(-5+3)

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke
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. —2(5x + 3)

= 0 akoisamoakoje —2(5x+3) =0

(x +3)*
—2(5x+3)=0
5 +3=0
5x = =3
x = —z nula drugog izvoda

Izraz (x + 3)* je uvek pozitivan jer je na ¢etvrti stepen (Izraz na paran stepen je uvek

pozizitivan). Znak drugog izvoda je isti kao i znak izraza —2(5x + 3).

+ + + + + +I - - - - - - . _Z(Sx + 3)
| Y =T
x + 3)*
\_J 3 2D (x +3)
5
2
: ()i
X = —z je prevojna tacka, njena y koordinata jey = 3 7= "1g
-3 + 3)

3 7
koordinat jne tack (——,——).
oordinate prevojne tacke su{ — =, — 15

D) v = x3 ,  x*(x* +36) . 24x(36 —x%)
Vy=wy1z Y Ty Y T TaEiiz)e

monotonost i ekstremne vrednosti
. x*(x* +36)
NSV

x%(x*+36) =0akojex?=0ilix>+36=0

= 0 ako i samo ako je x?(x%? + 36) = 0

x?2 =0zax = 0,ax?+ 36 je uvek vece od nule
Prvi izvod funkcije je jednak 0 za x = 0, a za sve ostale vrednosti za xje veci od nule jer je
zasvakox # 0,x% > 0,x2 +36 > 01i (x? + 12)? > 0. To znadi da je funkcija monotono
rastuca na celoj oblasti definisanosti i nema ekstremne vrednosti jer se u tacki x = 0 ne

menja znak prvog izvoda.

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke

_ 24x(36 — x?)
- (x2+12)3

= 0 ako i samo ako je 24x = 0ili 36 — x2 = 0,

13



tzax =0ilix=—-6ilix =6

Izraz (x? + 12)3 je uvek veci od nule, jer je i x? + 12 uvek vece od nule.

znak drugog izvoda
- - - - + + + +
i 24x
0
- -+ + 4+ + - -
: : 36 — x?
-6 6
tt - -t T 24x(36—%P)

U6/\ OU é/\ YT T2+ 12)3

Ova funkcija ima tri prevojne tacke

03
zax=0y=—02+12=0
P (—6)3 9
AX=TOY = ez y12 . 2
ey 89
AX=0Y = e 1272
) . 9 9
Prevojne tacke su P1(0,0), P, (—6, -3 ) , P (65)

2. Ispitati monotonost, konveksnost i odredidti ekstremne vrednosti i prevojne tatke

funkcije:

x?2—3x—-10 x?2—6x+8 _(A-x)?

R N CE VA T2

14



	4. 3 Osnovne teoreme diferencijalnog računa
	4.3  Monotonost funkcije
	4.4  Ekstremne vrednosti funkcije
	4.5  Konveksnost funkcije i prevojne tačke

