4.8 Analiza toka funkcije i crtanje grafika

Da bi mogli da nacrtamo grafik realne funkcije y = f(x) potrebno je:

1.
2.

odrediti oblast definisanosti funkcije Df = {x € R|f(x) € R};

odrediti nule funkcije (presek sa x osom) i presek sa y osom;

- reSavanjem jednacine f(x)=0 dobijamo x koordinate preseka grafika funkcije sa x
osom; ako je f(x,)=0 onda je tacka N(x,,0), tatka preseka grafika funkcije sa x

osom.
- ako 0 e Df, onda je tacka M (0, £(0)) presek grafika funkcije sa y-osom;
odrediti znak funkcije; odrediti intervale na kojima je funkcija f pozitivna odnosno
negativna;
ispitati parnost funkcije;
- ako je za svako x iz oblasti definisanosti f (—x) = f(x) kazemo da je funkcija f'(x)
parna i u tom slucaju je grafik funkcije simetri¢an u odnosu na x osu
- ako je za svako x iz oblasti definisanosti f (—x) = —f(x), kazemo da je funkcija
f (x) neparna; u tom slucaju je grafik funkcije simetrican u odnosu na koordinatni
pocetak.
- vecina funkcija nije ni parna ni neparna
odrediti asimptota funkcije: vertikalne, horizontalnu i kosu asimptotu;
- ako a ¢ Df iakoje

lim f(x) = +o0 ili im f(x) = o0 ili im f(x)=+o0 ili lim f(x) =0

x—a

onda je prava x = a vertikalna asimptota,

- akoje lim f(x)=5 ili lim f(x)=5, onda je prava y = b horizontalna
X—>—00

X—>+00
asimptota,

S ()

- akoje a =lim*—=-* i b=lim(f(x)—ax) onda je prava y = ax +b kosa

xow X
asimptota;
ukoliko postoji horizontalna asimptota, onda ne postoji kosa 1 obrnuto.
odrediti intervale monotonosti 1 ekstremne vrednosti;
- naci prvi izvod funkcije, 1’

- odrediti nule prvog izvoda



- odrediti znak prvog izvoda; na intervalu gde je prvi izvod pozitivan, f'(x) >0,
funkcija je monotono rastuca, na intervalu gde je prvi izvod negativan, f'(x) <0,
funkcija je monotono opadajuca

- akoje f'(c)=01za vrednosti manje od c funkcija je monotono opadajuca, a za
vrednosti veée od ¢ funkcija monotono rastu¢a onda funkcija u tacki ¢ ima lokalni
minimum ¢ije su koordinate P, (c, f(c)), a ako je za vrednosti manje od ¢
funkcija je monotono rastuca, a za vrednosti ve¢e od ¢ funkcija monotono
opadajuca onda funkcija u tacki ¢ ima lokalni maksimum Cije su koordinate
P (. £(€)).

7. odrediti intervale konveksnosti 1 prevojne tacke;

odrediti drugi izvod funkcije ",

- odrediti nule drugog izvoda funkcije
- odrediti znak drugog izvoda funkcije; na intervalu gde je drugi izvod pozitivan

f"(x) > 0, funkcija je konveksna, a na intervalu gde je drugi izvod negativan
f"(x) <0, funkcija je konkavna;

- odrediti prevojne tacke funkcije; ako je f"(x,) =0 iutoj tacki funkcija menja
konveksnost (iz konveksne u konkavnu ili obrnuto) onda je P(x,, f(x,)) prevojna

tacka.

Na osnovu izvrSene analize, moze se skicirati grafik funkcije f{x).

x> +4x-5

Prime 1. Ispitati tok 1 nacrtati grafik funkcije y = 3
x f—

1) Oblast definisanosti: Kako deljenje nulom nije definisano, racioanlna funkcija nije

definisana za one vrednosti za koje je izraz u imeniocu (ispod razlomacke crte) jednak nuli.
x-3=0zax=3.Dakle Df = {xe Rjx #3}=(-03) U (3,+).

2) Nule funkcije i presek sa y osom. Vrednosti argumenta x za koje je funkcija jednaka nuli,
nazivaju se nule funkcije (presek sa x osom). Racionalna funkcija je jednaka nuli za one
vrednosti za koje je izraz u brojiocu (iznad razlomacke crte) jednak nuli.

y=0& x?+4x-5=0.Izrazu brojiocu je kvadratna funkcija. Nule kvadratne funkcije se

dobijaju reSavanjem kvadratne jednacine.



Opsti oblik kvadratne jednacine je ax* +bx+c=0. Resenja se dobijaju po slede¢em obrascu

—bi\/b2—4ac

X| o = 5 . Ako je diskriminanta D = b? —4ac> 0, jednacina ima dva reSenja,
’ a

ako je D = 0, jednacina ima jedno resenje, a ako je D < 0, jednacina nema reSenja.

—_4+.36

U ovom primeru je D = 16 + 20 = 36, pa jednacina ima dva reSenja x , = 5

-4+6 _—4-6

=—5. To znaci da ova funkcija ima dve nule, odnosno dva

preseka sa x osom Ni(1, 0) i V2(-5, 0).

Presek sa y osom se dobija kad se za vrednost argumenta x uzme nula i izracuna vrednost

funkcije. x=0= y = _—z = % . Presek sa y osom je tacka M(0, 5/3).

3) Znak funkcije. Znak kvadratne funkcije y = ax? +bx + ¢ zavisi od znaka konstante a i
vrednosti determinante D.
Akojea>0iD>0,y>0za xe(—0,x)UJ(xy,+0),ay<0za x € (x,x,).

e S e SS SN AR

X1 x2
Ako jea> 01D =0, jednacina ima samo jedno reSenje i kvadratna funkcija je pozitivna za
svako x iz oblasti definisanosti, osim za reSenje x1 = x».

++++++++++++++|++++++++++++++
|

X1 = X2

Akojea> 01D < 0,jednacina nema reSenje, pa kvadratna funkcija y = ax? +bx +c nema

presek sa x osom 1y > 0 za svako x iz oblasti definisanosti, kao na prethodnoj slici.
Akojea<0iD>0,y>0za xe(x,xp),a y<0za xe(—o0,x)U(xy,+0).

-------------- ++++++++++ oo

X1 X2

Ako jea< 01D =0, jednacina ima samo jedno reSenje i kvadratna funkcija ima negativan

znak za svako x iz oblasti definisanosti, osim za reSenje x1 = x».




Akojea< 01D < 0,jednacina nema resnje, pa kvadratna funkcija y = ax? +bx + ¢ nema

presek sa x osom 1y < 0 za svako x iz oblasti definisanosti.

U nasem primeru znak odredujemo na slede¢i nacin:

L T L T E
X*+4x-5 | |
-5 1
+ 4+ + + +
_______________ |
x-3 |
3
x2+4x—5
— === === - |+ +++++ |- -- |+ + + 4+ +
x-3 | | I
-5 1 3

Dakle y >0 za x e (-5,1)) U(3,4%),ay <0 za x e (—0,-5)U(1,3).

4) Parnost
(—x)*+4(—x)—5 x*—4x-5
flen) =2 = T ()
Funkcija nije ni parna, ni neparna.
5) Asimptote.

Ako funkcija nije definisana u tacki a, funkcija ima u toj tacki vertikalnu asimptotu ukoliko

x—a*

vazi lim f(x) =+ iili lim f(x)=+o.

U nasem slucaju funkcija nije definisana u a = 3. Ispitatemo kakve vrednosti funkcija dobija

u okolini te tacke.

li X +4x=5 ( x=3+h i (B+n) +43+n)-5
3 h>0,h—0) I 3+h-3
. 9+6h+h*+12+4h-5 . h*+10h+16 16
=]lim =lim————=—=+=
h—0 h h—0 h 0

Za odredivanje grani¢ne vrednosti upotrebili smo smenu x =3 + 4, gde je & mala pozitivna
veli¢ina koja tezi nuli. Na osnovu dobijene grani¢ne vrednosti, zaklju¢ujemo da kad x tezi ka

3 sa desne strane funkcija tezi +oo.



i (B-h)?*+43-h)-5 _
11T 3-h-3

1. x2+4x—5_ x=3-h B
1m=—=3 h>0.h—0

x—3"

. 9-6h+h*+12—-4h-5 . K -10h+16 16
lim "y =lim——,— ==~

h—0

Sada smo upotrebili smenu x =3 — 4, gde je & mala pozitivna veli¢ina koja tezi nuli. Na osnovu
dobijene grani¢ne vrednosti, zakljucujemo da kad x tezi ka 3 sa leve strane funkcija tezi -co.
Dakle prava x = 3 je vertikalna asimptota funkcije i sa leve i sa desne strane grafika.

Ukoliko vazi |yjm f(x)=»b Vili |ym f(x)=>b, onda je prava y = b, horizontalna
X—>+0 X—>—00

asimptota.

Granicna vrednost racionalne funkcije kad x — o, odreduje se na sledeci nacin:

n n—l1
aox +a1x +"'+an_1x+dn

Opsti oblik racionalne funkcije je 1 .
box" +bx"" +---+b, x+b,

li agx" +ax" +-+a, x+a, B
m box" +bx" " 4 4b, x+b,
0 0 0
1
x" cz()4rczlzf+---+an1 Cta, ; ®©, n>m
. X " . X d a
lim | . =lim === n=m
X—0 xm[b0+blz/+"'+bml 1+meLj X—>0 0 0
< m 0, n<m
0 0 0
2 —
U nasem primeru je n=2,m=1,paje 1imL4);5=oo
X—00 X =

Sto znaci da vertikalna asimptota ne postoji. Vertikalna i1 kosa asimptota se uzajamno
iskljucuju, ako postoji jedna ne postoji druga. U ovom primeru ne postoji horizontalna

asimptota, pa ¢emo ispitati da li postoji kosa asimptota.

Opsti obrazac za kosu asimptotu je y = ax +b, gde je a = |ym J() ,ab=]imf(x)—ax).

X—>0 X—>0

x* +4x-5

X tax—-o ) ) ) .

U nasem primeru je a = |{m -3 =limx Z‘4x3)5:1imx 42-4x 5:1
x

X—>00 X—>0 oo X7 —=3x



= = 1 :7
X—>0 llm x-3 llm x—3

(x2+4x—5_xJ . X' +4x—5-x*+3x Tx—5
pa je kosa asimptota y = x + 7. Da bi nacrtali kosu asimptotu, dovoljne su nam bilo koje dve

njene tacke. y(0) =7, y(—=7) = 0. Kosa asimptota prolazi kroz tacke Ki(0, 7) i K2(-7, 0).

6) Monotonost funkcije i ekstremne vrednosti.
Da bi odredili ekstremne vrednosti i intervale monotonosti, potrebno je da nademo prvi izvod
funkcije 1 nule prvog izvoda.

Za nalazenje izvoda racionalne funkcije upotrebi¢emo formulu za izvod koli¢nika.

!

I3 !
u u'v—uv y .
(—j =—2.Unasemslucajuje u:x2+4x—5, v=x-3,u'=2x+4, v =1.
v %

,:(x2+4x—%]:(x2+4x—$(x—3}%x2+4x—5Xx—$’:

x-3 (x-3)*
2x+4)(x=3)—(x? +4x=5)-1 2x> —6x+4x—12—-x> —4x+5 x> —6x-7
(x=3)° (x-3)° (x-3)°

6iJ36+28_6iv%Z_618<3
2 2 2
2 2 (x-3)

y'=0<:>x2—6x—7:0©x1,2:

Dakle, nule prvog izvoda su x; =7 1 x, =—1. Sada treba odrediti znak prvog izvoda. Kako je
u imeniocu funkcije y', izraz (x — 3)? koji je pozitivan za svaki realan broj (zbog toga $to je
izraz na kvadrat), znak funkcije y' zavisi samo od znaka kvadratne funkcije u brojiocu

x2—6x—T=(x-T)(x+1).

x2—6x—7 I i

y’>0zaxe (-0, -1)U(7, -0), pa je funkcija monotono rastuc¢a na tim intervalima;
y'<0zaxe(-1,7), paje funkcija monotono opdajuca na tom intervalu. U tacki x = —1,

funkcija menja svoju monotonost, iz monotono rastuce prelazi u monotono opadajucu, pa u



toj tacki funkcija ima lokalni maksimum. U tacki x = 7 iz monotono opadajuce, funkcija
prelazi u monotono rastucu, pa u toj tacki ima lokalni minimum. y koordinatu maksimuma

dobijamo kad za vrednost argumenta u funkciji zamenimo x = —1.

(-1)°+4-(-D-5 _-8

Ymax =Y(=1)= 3 —4 =2+ Pra(=1,2) - koordinate maksimuma
72+4.7-5 72 . .
Ymin =Y(7) = T3 = ) =18, Puin(7, 18) — koordinate minimuma
3 .. .
7) konveksnost, konkavnost i prevojne tacke y" = W ; drugi izvod funkcije nema
x f—
nule, pa funkcija nema prevojne tacke; funkcija je konkavna za x e (— o, 3), konveksna za
x € (3,4)
——————————————— ++ + 4+ ++
(x-3)° I




Sada treba nacrtati grafik funkcije. Najpre nacrtamo koordinatni sistem, vertikalnu i kosu
asimptotu, obelezimo karakteristi¢ne tacke (nule, presek sa y osom, minimum, maksimum,
...). 1 ozna¢imo kako izgleda grfaik funkcije u okolini vertikalne asimptote.

Y
40 -

10k

—20L

—3o0L



Crtamo najpre grafika sa leve strane vertikalne asimptote. Na intervalu (—oo, —1), funkcija je
monotono rastuca, u -1 dostize svoj maksimum, a zatim opada. Prolazi kroz tacke
Ny, Prax, M 1 N;. Na intervalu (—oo, 3), funkcija je konkavna i pozitivan na intervalu (—5,1),

Sto znaci da se u tom delu njen garfik nalazi iznad x ose.

20

Prin

15

10




Kada x — 37, funkcija se priblizava vertikalnoj asimptoti, a kada x = —oo, funkcija se

priplizava kosoj asimptoti. Sada mozemo da dovrSimo grafik sa leve strane vertikalne

asimptote.
Y
20|
i Prmin
15
10/
[ T T T N A S TN S TN NN T -\« 1 TR A TN TN N SN N N T SO N | X
-20 -15 -10 - 5 10 15
n;
_1[}__

Sa desne strane vertikalne asimptote, znamo da je funkcija konveksna, da kada x — 37, grafik
funkcije se priblizava vertikalnoj asimptoti, a kada kada x — +o0, funkcija se priplizava kosoj
asimptoti. Funkcija opada na intervalu (3, 7), u tacki , By,4, dostize minimum, a zatima raste

na intervalu (7, +00). MoZemo da nacrtamo i deo grafika sa desne strane vertikalne asimptote.

10



301

JI:"min

20+

Primer?2. Ispitati tok 1 nacrtati grafik funkcije y = %,

1) oblast definisanosti (—o0,—3) U (—3,+»);

2) nule funkcije N1(-2,0), N2(1,0); presek grafika funkcije sa y-osom M(0,-2/9);
3) znak funkcije za x € (—0,-2) U (1,4), y >0,azax e (-2,1),y <0 ;

4) funkcija nije ni parna ni neparna

5) asimptote: vertikalna asimptota x = —3; horizomtalna asimptota y = 1;

Sx+7

6) monotonost 1 ekstremne vrednosti y' = =5
(x+3)

za x € (—0,—-3) U (—7/5,40) funkcija je

monotono rastuca, a za x € (—3,—7/5), funkcija je monotono opadajuca; funkcija ima

minimum u tacki Pmin(-7/5,-9/16);

11



—2(5x +3)

4) konveksnost i prevojne tacke y" = "
(x+3)

, funkcija je konveksna za x € (—0,-3/5),

konkavna za x € (-3/5,+) 11ima prevojnu tatku P(-3/5,-7/18).

Najpre ¢emo nacrtati koordinatni sistem, vertikalnu i horizontalnu asimptotu, obeleziti
karakteristi¢ne tacke (nule, presek sa y osom, minimum, prevojnu tacku) i kako izgleda grafik

funkcije u okolini vertikalne asimptote.

¥y
4+
2
Ny I
1 | 1 & T 1 I 1 & 1 1 1 X
—4 -2 L--M 2 4
PO
Prmin
2L
4L
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Sada crtamo deo grafika desno od vertikalne asimptote, poCev od tacke N; preko

Ppin, P, M i N, . Funkcija je monotono opadajuca na intervalu (—3, — g), do tacke

. . 3 . v
Pnin,a posle toga raste. Konveksna je na intervalu (—3, — E)’ sve do prevojne tacke P, a

nakon nje menja oblik u konkavnu.

Yy
41
2+
N - M
1 L 1 I I & L I L I & L | L I I 1 I "X
_4 _k\’/”/r_.-""'“ 2 4

rM
Prin Pt
-2
-4
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Kad x -» —3™, funkcija tezi beskona¢no, tj. priblizava se vertikalnoj asimptoti u gornjem

delu, a kad x — +o0, funkcija se priblizava horizontalnoj asimptoti.

25

20+

15+

10+

Nﬁ Na :
s
-15 -10 -5 p—plM 5 10
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Levo od vertikalne asimptote, funkcija nema karakteristi¢ne tacke. Funkcija je intervalu
(—o0, —3), monotono rastu¢a i konveksna. Kad x — —37, funkcija tezi plus beskonacno, tj.
priblizava se vertikalnoj asimptoti u gornjem delu, a kad x — —oo, funkcija se priblizava

horizontalnoj asimptoti. Gotov grafik izgleda kao na slici ispod.

25
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ANALIZA TOKA FUNKCIJE I CRTANJE GRAFIKA - vezbe

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije:

_x*-8x+16 N (x + 2)? X
@y = x-3 ' )y_x2+4x—5' C)y_x2+12'
p _x*-3x-10 _x*—-6x+8 _(1-x)?
)y = x+3 e)y= (x—1)2% "’ Y="2x -
Resenja.
_x*-8x+16 (x—4)°
@y = x—-3 = x-3

1) oblast definisanosti Df = (—o0,3) U (3, +0)
2) nule funkcije i presek sa y osom N (4,0), M (O, - %)

3) znak funkcije

- - - - - 4+ 4+ + —4)2
| _ =97
3' x—3

4) funkcija nije ni parna ni neparna

5) vertikalna asimptota x = 3, kada x —» 37, funkcija teZi —oo, a kada x - 37,
funkcija teZi +co.
kosa asimptota y = x — 5, prolazi kroz tacke (0, —5) i (5,0) i kada x —» * oo, grafik
funkcije se ptiblizava kosoj asimptoti.

6) monotonost i ekstremne vrednosti (iz prethodnih vezbi)

, x*—6x+8
Y T T —3)2
++ + +- - - + 4+ 4+  x2-6x+8

= : : y = — 3
/V 2 7,3 4 /V (x —3)
Pax(2,—4), Ppin(4,0) se poklapa sa nulom funkcije N.
7) konveksnost, konkavnost i ekstremne vrednosti

Y = x—3)8
e e S N

A s e

funkcija nema prevojne tacke

16



Najpre crtamo koordinatni sistem, vertikalnu i kosu asimptotu i unosimo
karakteristi¢ne tacke. ObeleZimo kako izgleda grafik u okolini vertikalne

asimptote.

10

-10L

Levo od vertikalne asimptote, znak funkcije je negativan, znaci grafik se nalazi
ispod x ose. Kada x — —oo, grafik se priblizava kosoj asimptoti. Funkcija raste na
intervalu od (—oo, 2), prolazi kroz tacke M i P,,,,, a zatim opada na intervalu
(2,3),kada x — 37, funkcija tezi — oo. Funkcija je konkavna na (—oo, 3). Desno od
vertikalne asimptote, funkcija je konveksna na intervalu (3, +). Kada x - 3%,

funkcija teZi +oo. Funkcija opada na intervalu (3,4), grafik prolazi kroz tacku

17



P,,in, zatim raste na intervalu (4, +o0) i kada x — +oo, grafik se pribliZava kosoj
asimptoti
Njen grafik je prikazan na slici ispod.

Y
10

-10
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_ (x+2)?
b)y= x2+4x -5
1) Df = (—o,=5)U (=5,1) U (1, +o0)

2) nula funkcije N(—2,0) presek grafika funkcije sa y osom M (0, — %)

3) znak funkcije

+ + + - - - - — + + + (x +2)?

5 1 Y S Xt ax—5

4) funkcija nije ni parna, ni neparna
5) funkcija ima dve vertikalne asimptote x = —5ix = 1i horizontalnu
asimptotuy = 1.

6) monotonost i ekstremne vrednosti

, —18(x+2)
y_(x2+4x—5)2
+ + + + - - - - - . —18(x +2)

y :(x2+4x—5)2

e BV N B
Pmax(_zlo)

7) konveksnost, konkavnost i prevojne tacke
. 54(x* +4x +7)
y = (x? +4x —5)3

x% + 4x + 7 nema nule, pa ova funkciaj nema prevojne tacke.

- - - - . 54(x* +4x+7)

s N 1 T wreewy
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Najpre crtamo koordinatni sistem, vertikalnu i horizontalnu asimptotu i unosimo

karakteristi¢ne tacke. ObeleZimo kako izgleda grafik u okolini vertikalnih

asimptota.
Yy
10 -
51
Pma)(
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-10L
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[zmedu vertikalnih asimptota, funkcija je konkavna. Raste do tacke B,,,,, zatim
opada i prolazi kroz tacku M. Levo od vertikalne asimptote x = —5 i desno od
x = 1, funkcija je konveksna. Kad x — +oo, grafik se pribliZzava horizontalnoj

asimptoti. Na intervalu (—oo, —5) funkcija raste, a na intervalu (1, +0) funkcija

opada.
¥y
10 -
5k
L 1 I I 1 1 I I 1 1 I 1 I 1 ¥
-15 -10 -5 5 10
—10L
'y =
O0y=————
Y12

1) Df = (—o0,+)
2) nula funkcije i ujedno presek sa y osom N(0,0).

3) znak funkcije
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4)

5)

6)

7)

parnost i neparnost
(_x)3 B _x3 B x3
(—x)2+12 x2+12  x2+12

f(=x) = = —f(x)

Ova funkcija je neparna, $to znaci da ¢e njen grafik biti simetrican u odnosu na y
osu.

funkcija nema vertikalnu, niti horizontalnu asimptotu, ima samo kosu asimptotu

y = X.
monotonost i ekstremne vrednosti
2 2
,  x“(x* +36)

Y T2+ 12)2
Prvi izvod funkcije je pozitivan na celoj oblasti definisanosti, pa je funkcija

monotono rastuca celim svojim tokom i nema ekstremne vrednosti.

konveksnost konkavnost i prevojne tacke

_ 24x(36 — x?)
T (x2+12)3

t++ - - + + - - _ 24x(36 — x?)

eIl anaEl

Funkcija ima tri prevojne tacke P4(0,0), P, (—6, — g ) ,P3 (6, g ) Prevojna

tacka se poklapa sa nulom funkcije N.
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Najpre crtamo koordinatni sistem, kosu asimptotu i unosimo karakteristi¢ne

X
10

tacke.
¥y
10 -
5L
————————— /s
B I
I
r I
I |
I
>’ |
| I I I i 1 L L L L L : |
-10 1 =5
| L
I
I
I
|
I
Pode - —f e -
2 =1
—-10L

Funkcija je monotono rastuca celim tokom, kad x — Foo, grafik se pribliZzava kosoj

asimptoti, prolazi kroz prevojne tacke, do tacke P, funkcija je konvesna, izmedu tacaka

P, i P; konkavna, izmedu P; i P; konveksna i od P; do + o opet konkavna. Grafik treba

da bude simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak, Sto se ve¢ uo€ava ko prevojnih

tacaka.
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=20 -10

=20

1) x+3#0,x#—-3,Df =(—00,-3) U (—3,+)
2) nule funkcije
x2=3x—-10=0,x, = —2,x, = 5,N;(-2,0),N,(5,0)
presek sa y osom
02—3-0—10_ 10 1

1
zax =0,y = 03 =-3 —35, M(O,—S—)

3) znak funkcije
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: : x% —3x — 10
-2 5
ST A A A A S S O
-3
- -+ - = — ==+ 4+ x2-3x-10
S S e

4) parnost
(—x)?=3(—x)—10 x*+3x—10
—x +3  —x+3 # /)

funkcija nije ni parna ni neparna

f=0) =

5) funkcija ima vertikalnu asimptotu x = —3 i kosu asimptotuy = x — 6

6) monotonost i ekstremne vrednosti

,_x2+6x+1
Y T T +3)?
+ + - - - - 4+ 4+ + + 5
I | X +6x+1
—5,82 -0,18
+ 4+ + 4+ 4+ 4+ + + + + 5
} (x+3)
-3
+ + - - - - 4+ 4+ + + _x2+6x+1

!

7 —5=,82\ _Ig\:d,18 o Y T T &+ 3y

7) konveksnost, konkavnost i prevojne tacke

16
~(x+3)3

y

Drugi izvod nema nule, jer u brojiocu ima samo konstantu 16, pa prema tome nema ni

prevojne tacke.

-+ + + + + 16

; ~(x+3)3
N T
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—20L
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10

L ! " ! " | " ! " ! ! " " ! " ! & " ! " X
-15 ~10 -5 / 10
P

10+

20+

~30L

x2—6x+8
(x — 1)?
1) Df = (=%,1) U (1, +»)
2) nule funkcije N;(2,0), N,(4,0), presek sa y, osom M(0,8)

e)y=

3) znak funkcije

+ + - - — - + +

T T y =
2 4

x> —6x+8
(x —1)?
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4) parnost

_(=x0)?-6(-x)+8 x*+6x+8
f(=x) = Cx—1)2 BT # —f(x)

funkcija nije ni parna ni neparna
5) vertikalna asimptota x = 1, horizontalna asimptotay = 1

6) monotonost i ekstremne vrednosti

, _2(2x—5)
C (x—1)3
- - - - - - 4+ 4+ + +
I 2(2x — 5
2s ( )
- - - + 4+ + 4+ + +
| (x —1)3
1
+ + + - - - 4+ + 4+ + . 2(2x—15)

A N L SCEEL

5 1
Puin(3:-3)

7) konveksnost, konkavnost i prevojne tacke

., —8x+26
T
++ 4+ + - - — — — | -8x+26
| T

AR

prevojna tatka P(3,25; —0,185)
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)

D
2)
3)

4)

5)

6)

20 -
15 H
10
a0
1 1 | 1 ﬁf_g-—f—"'_'_'_-_-_-_-_l-_____—l
_\‘-.-..l"._' 1 1 1 1 1 1 1 1 X
-10 -5 p P 5 10 15
min
5L

_(1-x?
Y= "2x2
Df = (=0,0) U (0, +)
nula funkcije N(1,0), funkcija nema presek sa y osom
znak funkcije
++++._____(1_x)3
'1 Y= T
parnost

(1-(0)  (d+x3
f=x) = 2(-x)2  2x2

funkcija nije ni parna ni neparna

vertikalna asimptota x = 0, poklapa se sa y osom, kosa asimptota
__x 3 _3°«x lazi kroz tatk (30)'(03)
y=—gts=—", prolazi kroz tacke (3,0) i { 0, .

monotonost ekstremne vrednosti
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- — + + + - - ,:(1—x)2(—x—2)

~, -2 7 (;\y 2x3

3
Pin (—2, 3 §>

7) konveksnost, konkavnost i prevojne tacke
_3(1-x)

prevojna tacka P(1, 0), se poklapa sa nulom funkcije V.
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15 -
1Q
Prin
L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ka. 1 L 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 X
-10 -5 P 9 10 15
-5
—-10L

Zadaci za vezbanje

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije:

x—1 1 x>—x+1 x>+ 6x—17
VY=iyz PyEry Y=o YT
(x + 2)? 2x% —1
Y X fax—s5’ fy:(x—l)z'

NAPOMENA: Izvrsiti detaljnu analizu toka funkcije po svim tackama, a zatim skicirati

grafike funkcija!
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