5. NEODREDENI INTEGRAL

Neka je funkcija f(x) definisanana (a, b) € R. D ifer enciranjem funkc ije f(x) dobija se
izvodna funkcija f'(x). Ovde nas interesuje da li za datu funkciju f(x) postoji funkcija F(x)

takva da je (Vx € (a, b) )F'(x) = f(x).
3 2

X 3x
Primer 1.Za f(x) = x3, F(x) = Y jer je F'(x) = = = x?

Definicija 1. Neka je funkcija f(x) definisana na (a,b) € R. Funkcija F(x) je primitivna
funkcija za funkciju f(x) na intervalu (a, b) ako vazi (Vx € (a, b))F'(x) = f(x).

3
U prethodnom primeru smo videli da je F(x) = x? primitivna funkcija za f (x) = x2. Medutim
3 2
i funkcija F(x) = =+ 5 je primitivna za f(x) = x2, jer je F'(x) = % + 0 = x2. Takode i
3 2
F(x) = % — 100 je primitivna za f(x) = x? jer je F'(x) = 3% — 0 = x2. Koji god broj da

3
dodamo uz izraz % dobijamo isti izvod, jer je izvod od broja (konstante) nula. O tome govori i

sledeca teorema.

Teorema 1. Ako je funkcija F(x) primitivna za funkciju f(x) na intervalu (a, b) S R, tada je
i funkcija F(x) + C, gde je C proizvoljna konstanta, takode primitivna funkcija za funkciju

f ).

Dokaz. 1z pretpostavke da je funkcija F(x) primitivna za funkciju f(x), na intervalu
(a,b) € R, sledi, na osnovu definicije 1, daje (Vx € (a,b))F'(x) = f(x).

Takode, (Vx € (a, b))(F xX)+C) =F'(x)+0=f(x)pajeiF(x)+ C primitivna funkcija
za f(x).

Ako za datu funkciju f(x) postoji primitivna funkcija F(x), onda za f (x) postoji beskonacno
mnogo primitivnih funkcija koje se od F(x) razlikuju za konstantu.

Definicija 2. Proizvoljnu primitivnu funkciju F(x) + C, za datu funkciju f(x) na intervalu
(a, b) nazivamo neodredeni integral funkcije f (x) i zapisujemo [ f(x)dx = F(x) + C.

f (x) se zove podintegralna funkcija, f(x)dx je podintegralni izraz, a C je integraciona
konstanta.

Primer 1. Dokazati da je f%dx = In|x| + C.



1
f(x) = L oblast definisanosti ove funkcije je Df = (—0,0) U (0, +0)

zax € (—,0),tj.za x <0, In|x| = In(—x)
1 1 1
paje (nlx])’ = (n(—x))' = — (=x)' = —- (~1) ==
—Xx —Xx x
1
za x € (0,+),tj. zax >0, In|x| = Inx = o

Skup svih primitivnih funkcija za funkciju f(x) = i je {ln|x| + C}.
Osobine neodredenog integrala

Teorema 2. 1zvod neodredenog integrala je podintegralna funkcija.

([ redz) = o
Dokaz.

([ roax) = +ey =P =

Teorema 3. Diferencijal neodredenog integrala je podintegralni izraz.

d <] f(x)dx) = f(x)dx
Dokaz.

prema definiciji
diferencijala

d(f(x)) = f'(x)dx

d <f f(x)dx) = <f f(x)dx), dx = f(x).

prema teoremi 2

Teorema 4. Neodredeni integral diferencijala funkcije F(x) jednak je F(x) + C.
[ areo=re+c

Dokaz.

de(x) = fF’(x)dx =ff(x)dx =Fx)+C



Tablica integrala

n+1
l.[dx=x+C 2.fx"dx=x—+C,n¢—1
n+1
dx a*
3.f7=ln|x|+C 4.fa"dx=m+6,a>0,a¢1
5.[e¥dx=e*+C 6. [sinxdx =—cosx+C
. 1 —
7. [cosxdx = sinx+C 8. [—=dx=tgx+C
9. f mdx = —ctgx +C 10.fﬁdx=arcsinx+6
ll.flszdx = arctgx + C 12.f%=%arctgg+6,a ERa+0
dx 1 x—a dx
13.fx2_a2=zln|m +C,a€R,a+0 14.f\/xzi_(ﬂ=ln|x+w/x2ia2|+6.

15. fﬁdx = arcsing +C

Kao S$to postoji tablica izvoda, postoji i tablica integrala. Ako znamo tablicu izvoda, lako ¢emo
upamtiti 1 tablicu integrala.

Teorema 5. (Osnovna pravila integracije) Neka postoje [ f(x)dxi [ g(x)dx i neka je A
realna konstanta, A # 0. Tada vaze jednakosti:

1) JAf(x)dx = 1] f(x)dx 2) [(F(0) + g(0)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.

1z prethodne teoreme vidimo da postoje samo dva pravila integracije, za proizvod konstante i
funkcije 1 za zbir dve funkcije.

Neki integrali se mogu, transformacijom podintegralne funkcije, svesti na tabli¢ne integrale,
kao u slede¢im primerima:

prema pravilu 2)
trazimo integral svakog
sabirka posebno

1) [(2x* +9x —5)dx = [2x%dx + [9x — [5dx =2 [x*dx +9 [x -5 [dx =

x3 x?
=2—+9—-5x+C .
3 2 prema pravilu 1)

konstantu stavljamo
ispred integrala



1 1 x3  x?
2)f(x2+2x+—>dx=fxzdx+2fx+f—dx=—+2—+lnx+C=
x x 3 2
3

x
=—+x*+Inx+C

3
1 (31
3) j(Z\/E—ex)dx=j2\/§dx—fexdx=2jx2dx—ex=21 —e*+C =
S+1
2

3

x2 4
=2T—ex+C==§\/x3—ex+C

2

4jx +2 fx2+1+1d _] x2+1+ 1 4 _f<1+ 1 )d 3
) 2+1 2+1 )\ r1 T e r1)Y T 2+1)%7
= Jar+ [ o
N x x2+1
sin® x 1—cos?x
5)jtg2xdx=f dx=f—dx=

cos? x cos? x

1 1
—f(coszx—l)dx—fcoszxdx—fdx—tgx—x+C

dx ==x+arctgx + C

6f dx _j dx _lj dx _1 tx+C—
) 2x2+9_ 2(x2+2)_2 x2+(i>2_iarcgi =
2 2) V2 V2
V2 V2
=?arctg?x+C

1.1. Integracija pomocéu smene

Cesto se kao podintegralna funkcija javlja sloZena funkcija za koju primitivnu funkciju ne
mozemo naci direktno u tablici integrala. U tom sluc¢aju primenjujemo metod smene kako bi
integral slozene funkcije sveli na tabli¢ni integral.

Neka je podintegralna funkcija oblika f (¢ (x)). Da bi nasli integral ovakve funkcije

[ f(@(x))dx treba uraditi sledeée:

1) uvesti smenu t = @(x); odatle je x = @~ 1(t);

2) diferenciranjem leve i desne strane dobijamo dx = (¢~ 1(t))'dt, pa integral
[ f(p(x))dx dobija oblik [ f(t)(¢~1(t))'dt, koji bi trebalo da se relativno lako resava
primenom tablice, ukoliko je smena dobro odabrana,;

3) u dobijenoj primitivnoj funkciji F(t), t zamenjujemo sa @ (x).

4



Primer 1. [ sin 2 xdx,

u ovom primeru je f(x) = sinx, @(x) = 2x, f(p(x)) = f(2x) = sin2x

t=2x
2 xd e dt e _ L (it = -
fsm xdx = X= dx= fsmt?—ifsmt t—z(—cost)+ =
2’ 2
__12 2x+C
=—5cos2x

Smena moze biti i oblika g(t) = ¢@(x) Sto ¢emo videti u slede¢em primeru.

Primer 2.
2xdx _(tz—x _ tht tdt—Zfdt—2t+C—2 T a4c
ViZ—4 2tdt—2xdx t B - avx

Ako je podintegralna funkcija oblika f (ax + b), gde je [ f(x)dx tabli¢ni integral, onda

t=ax+b
primenjujemo slede¢u smenu [ f(ax + b)dx = | 4t = Clldx = ff(t)%dt = %ff(t)dt
dx ==dt '
a

Na ovaj nacin se integral svodi na tabli¢ni integral.

Primer 3. [(3x + 2)°dx Ovaj integral je najsli¢niji tabli¢cnom integralu

n+1

_ X
Jxmdx = n+1

+ C,n # —1 Zato ¢emo upotrebiti smenu t = 3x + 2.

t=3x+2 . .
= 1 1 1t t
j(3x+2)5dx= dt idx =ft5—dt=—ftdt———+C——+C—
_ 3 3 36 18
dx = =dt
3
_(3x+2)6+C
- 18
Primer 4.
t=3x+4
= 1 1 1
fsin(3x+4)dx= dt fidx =fsint—dt=—fsintdt=—(—cost)+C=
_ 3 3 3
dx—gdt

1
—gcos(Bx +4)+C




Primer 5.

t=6-—"7x
1 _ 1/ 1 101 1
j' e = dt _'idx _=f_(__>dt=__j_dt=__ln|t|+C=
6 —7x _ t 7 7)t 7
dx = —dt
7
1
7
Primer 6.
t=2x
1 1 dt = 2dx 1f 1 !
f1+4x2 * f1+(2x)2 gy 2L 2) Tee 72700
dx—idt
1
=§arctg2x+C
Primer 7.

1

f—\ﬁd"zf—fl—gd“f " =2
+(1-2+7) 2 <1 - (%x)2> dx = gdt

_1 Zf ! dt—1 't+C—1 o +C
=23 ™3 arcsin =5 arcsinox
' t=f(x
Ako su podintegralne funkcije oblika f(x) - f'(x) ili %, uvodi se smena ( dt = ff((x)) dx)
Primer 8.
3 3
: 2 _ t =cosx _ (2 U __cosTx

fsmxcos de_(dt=—sinxdx)_ ftdt— 3+C— 3 +C

Primer 9.
t=x*+1
= 1 1 1
fxcos(x2 + 1) xdx = dt 23idx =§jcostdt =§Sint+C =§sin(x2 +1)+C
xdxzidt




Primer 10.

_ sinx _ t = cos x _ —dt_ _
ftgxdx—fcosxdx—(dtz_Sinxdx)—f = Int+C=—-In(cost)+C

Integrali u kojima u podintegralnoj funkciji javlja kvadratna funkcija ax?® + bx + ¢

f dx f\/ax dx f mx+n dx,f mx+n dx,f ,—axz T hx +cdx

ax?+bx+c’ 24bx+c’ Y ax2+bx+c Yax2+bx+c

2
Kvadratnu funkciju svodimo na kanoni¢ni oblik ax? + bx + ¢ = a [(x + %) +

. .. b
1 primenjujemo smenu t = x + = = dt = dx.

16

Kod integrala oblika [ A Tipare Smenomt = x + % dobijamo neki od tabli¢nih integrala
. dt dt  (dt
oblika ftz +'p2',[t2 — 2 ili =
Primer 11.
1
dx dx _ .5 dt 1 |t—5
el el VR Bl ool Ll o
o J—— — | = = 2 _ (= t + )
(x-3) -(z) de=dx 2= (3) 2
5 1
Y Al ] BT il U
2" c—2,1 =3 n|x—2|+
22
Kod integrala oblika [ #, smenom t = x + % dobijamo neki od tabli¢nih integral
. dt dt ... cdt
obhkaf\/tzipz, prz_tz ili [
Primer 12.
f dx f dx (t:x+l> 1f dt
= = 4 —_— — —
V2xZ +x + 1 w2 71 \de=ax /) V2 [ 7
2 [(x +37) + —] 16

Linle+ |2+ +c=—m|x+=+ <+1)2+7 +C
N 6| T m T\ T1e




ZADACI ZA VEZBANJE

dx 3)f

5f dx 6f dx 7f dx 8f 3rd
D e 9 )3 D) 3azgay B [ cosdrax

9) jsin(2x+3)dx 10) fel"‘dx 11) j(5x+4)10dx 12) fxexzﬂdx

1) f(Zlnx — 5sinx)dx 2)f

ctgxdx 15) f\/ﬁdx 16 )fxlnx

17f 18f dx
) —4x+ 4 ) x2—4x+1

1.2.  Parcijalna integracija

Neka su u = u(x) i v = v(x) funkcije. Znamo da je (u-v) = u'v + uv'. Integracijom leve i
desne strane dobijamo [(u - v)'dx = [(u'v + uv)dx.

Na osnovu teoreme 4 [(u-v)dx = [d(u-v) =u-v +C,

pa dobijamo [(uv+uv)dx =u-v+C.

Primenom teoreme 5 [(u'v + uv)dx = [u'vdx + [uv'dx = [vdu + [udv, jer je du =
u'dx, dv = v'dx. Na osnovu toga dobijamo [ vdu + [udv = u - v + C. Odatle dobijamo

formulu za parcijalnu integraciju
Judv=u-v- [vdu+C.

Kod podintegralne funkcije za u biramo mnozitelj koji je pogodan za diferenciranje, a ono $to
je ostalo zajedno sa dx Cini dv i treba da bude pogodno za nalaZenje integrala.

Primer 1.

u=uxdu=dx

x _ _ x _ x — X _ % —
fxedx_(dvzexdx,vzfexdxzex>_xe fedx xe* —e*+C

=e*(x—1)+C



Primer 2.
Kod integrala [ x2 Inx dx, lakse je uzeti za u = Inx jer je izvod funkcije Inx tabli¢ni izvod,
dok se integral ove funkcije teze odreduje.

dx
u=lIlnx,du=—
flenxdxz X s l=lnx) =- ===

dv = x%dx,v = fxzdx =

_X 1] Pdr = 1x3+c_x3(l 1)+c
—3 nx 3 X x—3 nx 373 —3 nx 3

Primer 3. U slu¢aju integrala [ Inx dx opet uzimamo zau = Inx, a za dv ostaje dx.

dx

u=lInx,du=— dx
flnxdxz x =(lnx)-x—fx-— =xlnx—fdx=
dv=dx,v=]dx=x x

=xlnx—x+C

Primer 4. Kod nekih integrala potrebno primeniti parcijalnu integraciju vise puta kako bi se
doslo do resenja.

u = x? du = 2xdx

x%sinx dx = . . =
dv =sinxdx,v= | sinxdx = —cosx

= x? - (—cos x) —f(—cosx) < 2xdx =

u; = x,duy =dx )

=—x%cosx+2 | xcosxdx = .
dv; = cosxdx,vy = | cosxdx = sinx

—x? cosx+2(xsinx—fsindx> = —x%cosx + 2(xsinx — (—cosx)) + C =

—x?cosx +2sinx+2cosx+C



u=-e”* du=e*dx )

Primer 5. | e*sinx dx = ( . .
/ dv = sinxdx,v = [ sinxdx = —cos x

=e¥(—cosx)— [ —cosxe*dx =
u, = e*, du; = e*dx

=—e*cosx+ | e*cosxdx = .
dv; =cosx,v; = | cosxdx = sinx

= —e*cosx +exsinx—fexsinxdx

U ovom primeru smo nakon dva puta primenjene parcijalne integracije opet dobili polazni
integral. Da bismo dosli do reSenja obeleZi¢emo ovaj integral sa I = [ e* sinx dx, pa do
reSenja dolazimo reSavanjem jednacine

I =—e*cosx+e*sinx —1

2] = —e*cosx +e*sinx

1
I=§(—excosx+exsinx) +C

1
je"sinxdx =§(—excosx +e*sinx)+C

ZADACI ZA VEZBANJE

1) jxslnxdx 2) fxsiandx 3) ijexdx 4) fxzcosxdx 5) jxlnzxdx
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