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6. ODREĐENI INTEGRAL 
 

Neka je 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝑅𝑅,𝐴𝐴 ⊆ 𝑅𝑅 funkcija za koju na zatvorenom intervalu [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ⊂ 𝐴𝐴 važi 

(1)  𝑓𝑓  je neprekidna funkcija na intervalu[𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 

(2) (∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0, 

(3) 𝑓𝑓  je monotono rastuća na [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Pretpostavimo da je [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅+ i da se grafik funkcije 𝑓𝑓, kriva 𝑘𝑘, nalazi  u prvom kvadrantu 

koordinatnog sistema.  

Posmatramo krivolinijski trapez čije su stranice interval [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝑓𝑓(𝑎𝑎), 𝑓𝑓(𝑏𝑏) i luk iznad intervala 

[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Označimo sa P površinu tog krivolinijskog trapeza. Da bismo izračunali površinu tog 

trapeza, podelićemo interval [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] na  𝑛𝑛 podintervala tačkama 𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 < ⋯ <

𝑥𝑥𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏, tako da su dužine podintervala  [𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2],⋯ [𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛] iste dužine, x∆ . 

Kako je funkcija 𝑓𝑓  neprekidna na [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], ona je neprekidna i na svakom od podintervala 

[𝑥𝑥𝑖𝑖−1,𝑥𝑥𝑖𝑖] ⊂ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑛 pa prema teoremi 5 (neprekidnost funkcije) ona dostiže svoj 

minimum 𝑚𝑚𝑖𝑖 i svoj maksimum 𝑀𝑀𝑖𝑖 na svakom od podintervala [𝑥𝑥𝑖𝑖−1,𝑥𝑥𝑖𝑖],  𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑛.  

Na osnovu pretpostavke da je funkcija monotono rastuća sledi da je 𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) i  

𝑀𝑀𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖),  𝑖𝑖 = 1, 2,⋯ ,𝑛𝑛. Ako sa 𝑃𝑃𝑖𝑖 označimo površine krivolinijskih trapeza ograničenih 

intervalom [𝑥𝑥𝑖𝑖−1, 𝑥𝑥𝑖𝑖], dužima 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1), 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) i delom krive iznad intervala [𝑥𝑥𝑖𝑖−1, 𝑥𝑥𝑖𝑖], onda važi 

𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 ≤ 𝑃𝑃𝑖𝑖 ≤ 𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥, ni  , . . . ,1=  

Sumiranjem svih tih površina dobijamo  

Pi 

f(a) 

x0 =a x1 xi-1         xi xn-1    xn= b 
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�𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≤�𝑃𝑃𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≤�𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

Kako je 𝑃𝑃 = �𝑃𝑃𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 dobijamo  �𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≤ 𝑃𝑃 ≤�𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  

�𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= �𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖−1) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 

 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)𝛥𝛥𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)𝛥𝛥𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)𝛥𝛥𝑥𝑥 − (𝑓𝑓(𝑥𝑥0)𝛥𝛥𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)𝛥𝛥𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛−1)𝛥𝛥𝑥𝑥) = 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)𝛥𝛥𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)𝛥𝛥𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)𝛥𝛥𝑥𝑥 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)𝛥𝛥𝑥𝑥 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 − ⋯− 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛−1) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 = 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 = (𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 = (𝑓𝑓(𝑏𝑏) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)) ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥 

Ako broj podintervala teži beskonačnosti 𝑛𝑛 → ∞, onda dužina intervala teži nuli 𝛥𝛥𝑥𝑥 → 0 pa 

dobijamo   

𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑛𝑛→∞

��𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

� = (𝑓𝑓(𝑏𝑏) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)) 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝛥𝛥𝛥𝛥→0

𝛥𝛥𝑥𝑥 = 0 

odakle sledi da je  

𝑃𝑃 = 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑛𝑛→∞

�𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑛𝑛→∞

�𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

      (1) 

Definicija 1. Određeni integral neprekidne realne funkcije 𝑓𝑓 nad intervalom [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ⊂ 𝐴𝐴 je 

granična vrednost  

𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑛𝑛→∞

�𝑀𝑀𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑛𝑛→∞

�𝑚𝑚𝑖𝑖 ⋅ 𝛥𝛥𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

ako ona postoji i jeste konačna i zapisujemo  

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
      (čitamo integral od 𝑎𝑎 do 𝑏𝑏 od 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥) 

 

𝑎𝑎 – donja granica, 𝑏𝑏 – gornja granica, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] - oblast integracije. 

 

Na osnovu prethodne definicije i relacije (1), geometrijsko značenje određenog integrala u 

granicama od 𝑎𝑎 do 𝑏𝑏 neprekidne i pozitivne funkcije 𝑓𝑓 je površina zatvorene oblasti 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝐴𝐴, tj. 
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𝑃𝑃 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
  ako je  𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 za 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

𝑃𝑃 = �� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
�    ako je   𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0  𝑧𝑧𝑎𝑎 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

  

6.1. Izračunavanje i osnovne osobine određenog integrala 
  

Ako je 𝐹𝐹(𝑥𝑥) primitivna funkcija za funkciju 𝑓𝑓(𝑥𝑥) onda se vrednost određenog integrala 

izračunava prema sledećoj formuli  

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 𝐹𝐹(𝑥𝑥) �𝑏𝑏𝑎𝑎 = 𝐹𝐹(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎)      𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍 − 𝐋𝐋𝐋𝐋𝐍𝐍𝐋𝐋𝐍𝐍𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋 𝐟𝐟𝐋𝐋𝐟𝐟𝐟𝐟𝐍𝐍𝐟𝐟𝐋𝐋 

Ova formula daje vezu između određenog i neodređenog integrala. Na osnovu Njutn-

Lajbnicove formule neposredno se dokazuje sledeća teorema. 

 

Teorema 1. Neka su f i g funkcije za koje postoje određeni integrali na ],[ ba  (integrabilne 

funkcije) i neka su 𝐹𝐹(𝑥𝑥) i 𝐺𝐺(𝑥𝑥) diferencijabilne funkcije na ],[ ba  takve da je 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), i 

𝐺𝐺 ′(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥). Tada važi: 

(1)  � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑎𝑎

𝑏𝑏
 

(2) � 𝜆𝜆 ⋅ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 𝜆𝜆� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥,

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝜆𝜆 ∈ 𝑅𝑅 

(3) � (𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 ± � 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

(4) za  𝑎𝑎 < 𝑐𝑐 < 𝑏𝑏 je � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑐𝑐

𝑐𝑐

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 

 

Dokaz.  

(4)  iz  𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇒ �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝐶𝐶 , pa je 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑏𝑏

𝑐𝑐

𝑐𝑐

𝑎𝑎
𝐹𝐹(𝑐𝑐) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎) + 𝐹𝐹(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹(𝑐𝑐) = 𝐹𝐹(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎) = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎
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6.2. Integracija pomoću smene 
 

� 𝑓𝑓(𝜑𝜑(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
=

⎝

⎛

𝑡𝑡 = 𝜑𝜑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 = 𝜑𝜑−1(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑥𝑥 = (𝜑𝜑−1(𝑡𝑡))′𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ⇒ 𝑡𝑡 = 𝜑𝜑(𝑎𝑎)
𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 ⇒ 𝑡𝑡 = 𝜑𝜑(𝑏𝑏) ⎠

⎞ = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)
𝜑𝜑(𝑏𝑏)

𝜑𝜑(𝑎𝑎)
(𝜑𝜑−1(𝑡𝑡))′𝑑𝑑𝑡𝑡

 

Kod integracije metodom smene, kad uvedemo smenu 𝑡𝑡 = 𝜑𝜑(𝑥𝑥) moramo da promenimo i 

granice integracije. Gornju granicu 𝑎𝑎 zamenjujemo sa 𝜑𝜑(𝑎𝑎), a donju granicu 𝑏𝑏 sa 𝜑𝜑(𝑏𝑏). 

 

Primer 1.  

�
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥 𝑙𝑙𝑛𝑛3 𝑥𝑥
=

⎝

⎜
⎛

𝑡𝑡 = 𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥 = 𝑒𝑒,  𝑡𝑡 = 𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑒𝑒 = 1
𝑥𝑥 = 𝑒𝑒2,  𝑡𝑡 = 𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑒𝑒2 = 2⎠

⎟
⎞

=
𝑒𝑒2

𝑒𝑒
 

= �
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡3

=
𝑡𝑡−3+1

−3 + 1
�21 = −

1
2𝑡𝑡2

2

1
�21 = −

1
2
�

1
4
− 1� =

3
8

 
 

 

6.3. Parcijalna integracija određenog integrala 
 

� 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 �𝑏𝑏𝑎𝑎 − � 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑏𝑏)𝑢𝑢(𝑏𝑏) − 𝑢𝑢(𝑎𝑎)𝑢𝑢(𝑎𝑎) −
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑎𝑎
� 𝑢𝑢𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑏𝑏

𝑎𝑎  
 

Primer 1. 

� 𝑥𝑥𝑒𝑒𝛥𝛥𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
𝑢𝑢 = 𝑥𝑥, 𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑒𝑒𝛥𝛥𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑢𝑢 = �𝑒𝑒𝛥𝛥𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝛥𝛥� = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝛥𝛥 �10

1

0
− � 𝑒𝑒𝛥𝛥𝑑𝑑𝑥𝑥 =  

1

0
 

 1 ⋅ 𝑒𝑒1 − 0 ⋅ 𝑒𝑒0 − 𝑒𝑒𝛥𝛥 �10 = 𝑒𝑒 − (𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒0) = 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒 + 1 = 1 
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ODREĐENI INTEGRAL - VEŽBE 
 
Primena određenog integrala za izračunavanje površine ravne figure. 
 
Primer 1.  Izračunati površinu ograničenu pravama 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 = 4 𝑖𝑖 𝑥𝑥 − osom.  

� 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑥𝑥2

2
 �

4
0

=
4
2

2

−
02

2
= 8 − 0 = 8

4

0
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Primer 2. Izračunati površinu ograničenu krivom 𝑒𝑒𝛥𝛥 i pravama 𝑥𝑥 = 1, 𝑥𝑥 = −1, 𝑖𝑖 𝑥𝑥 − osom.  

� 𝑒𝑒𝛥𝛥𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝛥𝛥 �
1
−1

= 𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒−1 = 𝑒𝑒 −
1
𝑒𝑒

𝟏𝟏

−𝟏𝟏
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Primer 3. Izračunati površinu oblasti između krive 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 i intervala [0,2𝜋𝜋] na 𝑥𝑥 − osi.  

 

𝑃𝑃 = �� 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
2𝜋𝜋

0
� = � 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋

0
+ �� 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥

2𝜋𝜋

𝜋𝜋
� = −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 �

𝜋𝜋
0

+  �−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥 �
2𝜋𝜋
𝜋𝜋
� = 

 

= −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜋𝜋 − (− cos 0) + |−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝜋𝜋 − (− cos𝜋𝜋)| = −(−1) + 1 + |−1 + (−1)| = 2 + 2 = 4 

 

 
 

 
 
Primer 4.  

Izračunati površinu ograničene krivom 𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 i 𝑥𝑥 osom. 

Ovo je primer kvadratne funkcije. Grafik kvadratne funkcije je parabola, a kako ta 

parabola izgleda videćemo u nastavku.  

Opšti oblik kvadratne jednačine je 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0. Rešenja se izračunavaju po formuli 

𝑥𝑥1,2 =
−𝑏𝑏 ± √𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑐𝑐

2𝑎𝑎
=
−𝑏𝑏 ± √𝐷𝐷

2𝑎𝑎
 

Ako je diskriminanta 𝐷𝐷 = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑐𝑐 > 0, jednačina ima dva rešenja, ako je 𝐷𝐷 = 0, 

jednačina ima jedno rešenje, a ako je 𝐷𝐷 < 0, jednačina nema realnih rešenja.  

U našem slučaju je 𝑎𝑎 = −1, 𝑏𝑏 = 4, 𝑐𝑐 = 0. 𝐷𝐷 = 42 − 4 ∙ (−1) ∙ 0 = 16 

𝐷𝐷 > 0, što znači da jednačina ima dva rešenja 

𝑥𝑥1,2 =
−4 ± √16
2 ∙ (−1)

=
−4 ± 4
−2

   𝑥𝑥1 =
−4 + 4
−1

=
0
−1

= 0     𝑥𝑥2 =
−4 − 4
−2

=
−8
−2

= 4 

 

 Ova funkcija ima dve nule 𝑵𝑵𝟏𝟏(𝟎𝟎,𝟎𝟎) i 𝑵𝑵𝟐𝟐(𝟒𝟒,𝟎𝟎). 
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Grafik kvadratne funkcije 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 je parabola i njen znak zavisi od znaka 

konstante a. 

 

 

 
                                                 

 

 
 

 

Ako je a > 0 i D > 0, kvadratna funcija ima dve nule 𝑁𝑁1(𝑥𝑥1, 0) i 𝑁𝑁2(𝑥𝑥2, 0), 

pretpostavka je da je 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2. Grafik je u ovom slušaju parabola okrenuta naviše 

(„smeje se“) i seče x osu u dvema tačkama 𝑥𝑥1 i 𝑥𝑥2. 

za 𝑥𝑥 ∈ (−∞, 𝑥𝑥1), i za 𝑥𝑥 ∈ ( 𝑥𝑥2, +∞, ),𝑦𝑦 > 0 

   

 

Ako je a > 0 i D = 0, jednačina ima samo jedno rešenje i kvadratna funkcija je 

pozitivna za svako x iz oblasti definisanosti, osim za rešenje x1 = x2. Ovde je 

parabola okrenuta naviše i dodiruje x osu u tački x1  
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Ako je a > 0 i D <  0, jednačina nema rešenje, pa kvadratna funkcija 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  

nema presek sa x osom i y > 0 za svako x iz oblasti definisanosti. Parabola se nalazi 

iznad x ose. 

Ako je a < 0 i D > 0, kvadratna funcija ima dve nule 𝑁𝑁1(𝑥𝑥1, 0) i 𝑁𝑁2(𝑥𝑥2, 0), 

pretpostavka je da je 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2. Grafik je u ovom slušaju parabola okrenuta naniže 

(„plače“) i seče x osu u dvema tačkama 𝑥𝑥1 i 𝑥𝑥2. 
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Ako je a < 0 i D > 0, kvadratna funcija ima dve nule 𝑁𝑁1(𝑥𝑥1, 0) i 𝑁𝑁2(𝑥𝑥2, 0), 

pretpostavka je da je 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2. Grafik je u ovom slušaju parabola okrenuta naniže 

(„plače“) i seče x osu u dvema tačkama 𝑥𝑥1 i 𝑥𝑥2. 

      

 

Ako je a > 0 i D <  0, jednačina nema rešenje, pa kvadratna funkcija 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  

nema presek sa x osom i y > 0 za svako x iz oblasti definisanosti. Parabola se nalazi 

iznad x ose. 
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A sada da se vratimo na naš zadatak. Kod kvadratne funkcije 𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2. 𝑎𝑎 = −1, dakle 

a je manje od nule, pa je njen grafik, parabola okrenuta naniže i u njenim nulama 0 i 4 seče 

x osu. 

 
 

Površinu ove figure ćemo izračunati preko integrala  

𝑃𝑃 = � (4𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 4� 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
4

0

4

0
− � 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 = 4

𝑥𝑥2

2
�
4
0
−
𝑥𝑥3

3
 �

4
0

= 2𝑥𝑥2 �
4
0

4

0
−
𝑥𝑥3

3
 �

4
0

= 

 

= 2 ∙ 42 − 0 − �
43

3
− 0� = 32 −

64
3

= 10
2
3
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Primer 5. Izračunati površinu ograničene krivom 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1, pravom 𝑥𝑥 = 1, 𝑥𝑥 osom i 

𝑦𝑦 osom. 

Kod ove kvadratne funkcije 𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = 1, 𝑐𝑐 = 1, 𝐷𝐷 = 1 − 4 = −3 < 0 

𝑎𝑎 > 0, pa je grafik parabola okrenuta naviše. 𝐷𝐷 < 0, što znači da jednačina  

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 = 0 nema realna rešenje, odnosno grafik se nalazi iznad 𝑥𝑥 ose. 

 
 

Površina koju treba izračunati, obojena je žutom bojom. 

 

𝑃𝑃 = � (
1

0
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1)𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

𝑥𝑥3

3
+
𝑥𝑥2

2
+ 𝑥𝑥� �

1
0

=
1
3

+
1
2

+ 1 − 0 − 0 − 0 = 1
5
6
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Primer 6. Izračunati površinu ograničenu krivom 𝑦𝑦 = 3 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 i  odsečkom 

[−3,1] na 𝑥𝑥 osi. 𝑎𝑎 = −1, 𝑏𝑏 = −2, 𝑐𝑐 = 3,𝐷𝐷 = (−2)2 − 4 ∙ (−1) ∙ 3 = 16 

𝑥𝑥1,2 =
2 ± √16
−2

    𝑥𝑥1 =
2 + 4
−2

= −3  𝑥𝑥2 =
2 − 4
−2

= 1 

Kriva 𝑦𝑦 = 3 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 je parabola okrenuta naniže koja seče 𝑥𝑥 osu u tačkama 

𝑁𝑁1(−3,0) i 𝑁𝑁2(1,0). Površina koju treba da izračunamo je obojena plavom bojom. 

 

 
 

𝑃𝑃 = � (3 − 2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑥𝑥 = �3𝑥𝑥 − 2
𝑥𝑥2

2
−
𝑥𝑥3

3
� �

1
−3

= 3 − 1 −
1
3
− (−9 − 9 + 9) = 10

2
3

1

−3
 

 

Primer 7. Izračunati površinu ograničenu krivom 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 − 4 i  odsečkom 

[−1,4] na 𝑥𝑥 osi. 𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = −3, 𝑐𝑐 = −4,𝐷𝐷 = (−3)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−4) = 25 

𝑥𝑥1,2 =
3 ± √25

2
    𝑥𝑥1 =

3 + 5
2

= 4  𝑥𝑥2 =
3 − 5

2
= −1 

Kriva 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 − 4 je parabola okrenuta naviše, koja seče 𝑥𝑥 osu u tačkama 

𝑁𝑁1(4,0) i 𝑁𝑁2(−1,0). Površina koju treba da izračunamo je obojena žutom bojom. 

Kad se površina nalazi ispod 𝑥𝑥 ose, računanjem određenog integrala dobićemo negativan 

broj. Površina mora da bude pozitivan broj, pa zato u ovom slučaju koristimo apsolutnu 

vrednost. 
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𝑃𝑃 = �� (𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 − 4)𝑑𝑑𝑥𝑥 
4

−1
� 

 

� (𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 − 4)𝑑𝑑𝑥𝑥 
4

−1
= �

𝑥𝑥3

3
− 3

𝑥𝑥2

2
− 4𝑥𝑥� �

4
−1

=
64
3
− 24 − 16 − �−

1
3
− 3

1
3

+ 4� = 

 

= −18
2
3
−

1
3

= −19 

 

𝑃𝑃 = |−19| = 19 
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Izračunavanje određenog integrala metodom smene 

 
Primer 1.  

� 𝑥𝑥𝑒𝑒𝛥𝛥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑡𝑡 = 𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1
2
𝑑𝑑𝑡𝑡

promena granica
𝑥𝑥 = 1, 𝑡𝑡 = 1
𝑥𝑥 = 2, 𝑡𝑡 = 4 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

= � 𝑡𝑡
1
2
𝑑𝑑𝑡𝑡 =

1
2
� 𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 =

1
2
𝑡𝑡2

2
�
4
1

4

1
=

1
2
�

16
2
−

1
2
� = 3,75

4

1

𝟐𝟐

𝟏𝟏
 

 
 
 
Primer2. 

� √𝑥𝑥 + 1
𝟏𝟏

𝟎𝟎
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

⎝

⎜⎜
⎜
⎛

√𝑥𝑥 + 1 = 𝑡𝑡
𝑥𝑥 + 1 = 𝑡𝑡2
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡2 − 1
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑥𝑥 = 0, 𝑡𝑡 = 1
𝑥𝑥 = 1, 𝑡𝑡 = √2⎠

⎟⎟
⎟
⎞

= � 𝑡𝑡 ∙ 2𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 = 2� 𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡 =
√2

1

√2

1
2 ∙

𝑡𝑡3

3
�
√2
1

= 

 

=
2
3
�(√2)3 − 1� 

 
 
Primer3. 
 

 �
𝑥𝑥2

1 + 𝑥𝑥3
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝑡𝑡 = 1 + 𝑥𝑥3
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 3𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =
1
3
𝑑𝑑𝑡𝑡

promena granica
𝑥𝑥 = 0, 𝑡𝑡 = 1
𝑥𝑥 = 1, 𝑡𝑡 = 2 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

𝟏𝟏

𝟎𝟎
=  �

𝑑𝑑𝑡𝑡
3𝑡𝑡

 
𝟐𝟐

𝟏𝟏
=

1
3
𝑙𝑙𝑛𝑛𝑡𝑡 �

2
1

 =
1
3

(𝑙𝑙𝑛𝑛2 − 𝑙𝑙𝑛𝑛1) =
1
3

(𝑙𝑙𝑛𝑛2 − 0) 

=  
1
3
𝑙𝑙𝑛𝑛2 

 
 
Primer4. 
 

� 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛3𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
= � 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛2𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0
= � (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0
=

⎝

⎜
⎛

𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡 = −𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 0, 𝑡𝑡 = 1

𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
2

, 𝑡𝑡 = 0
⎠

⎟
⎞

= 
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� (1 − 𝑡𝑡2)(−𝑑𝑑𝑡𝑡)
0

1
= −� (1 − 𝑡𝑡2)𝑑𝑑𝑡𝑡

0

1
= � (1 − 𝑡𝑡2)𝑑𝑑𝑡𝑡

1

0
= �𝑡𝑡 −

𝑡𝑡3

3
� �

1
0

 = 1 −
1
3

=
2
3

 

 
 
Primer 5. 
 

� sin 𝑥𝑥 cos2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =

⎝

⎜
⎛

𝑡𝑡 = cos 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡 = − sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 0, 𝑡𝑡 = 1

𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
2

, 𝑡𝑡 = 0
⎠

⎟
⎞

=  � −𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡 = −� −𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡
1

0
=
𝑡𝑡3

3
 �

1
0

=
1
3
− 0 =

1
3

0

1

𝜋𝜋
2

0
 

 
 
 
 
 
Izračunavanje određenog integrala parcijalnom integracijom 
 
Primer 1.  

�
ln𝑥𝑥
𝑥𝑥3

𝑒𝑒

1
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

⎝

⎜⎜
⎜
⎛

𝑢𝑢 = ln 𝑥𝑥 ,𝑑𝑑𝑢𝑢 =
1
𝑥𝑥3
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

 𝑢𝑢 = �
1
𝑥𝑥3
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

𝑥𝑥−3+1

−3 + 1
= −

1
2𝑥𝑥2⎠

⎟⎟
⎟
⎞

= ln 𝑥𝑥 ∙ �−
1

2𝑥𝑥2
� �
𝑒𝑒
1
−� −

1
2𝑥𝑥2

∙
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

=
𝑒𝑒

1
 

 

= �−
ln 𝑒𝑒
2𝑒𝑒2

− �−
ln 1

2
�� +

1
2
�

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥3

𝑒𝑒

1
= �−

1
2𝑒𝑒2

+
0
2
� +

1
2
∙

1
−2𝑥𝑥2

�
𝑒𝑒
1

= 

 

= −
1

2𝑒𝑒2
+

1
2
�−

1
2𝑒𝑒2

− �−
1
2
�� = −

1
2𝑒𝑒2

−
1

4𝑒𝑒2
+

1
4

= −
3

4𝑒𝑒2
+

1
4

 

 

 

Primer 2. 

� 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
𝑢𝑢 = 𝑥𝑥, 𝑑𝑑𝑢𝑢 = cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑑𝑑𝑥𝑥,   𝑢𝑢 = � cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = sin 𝑥𝑥� = 𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 �
𝜋𝜋
2
0
−

𝜋𝜋
2

0
� sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0

=
𝜋𝜋
2

sin
𝜋𝜋
2
− 0 ∙ 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛

0
2
− (− cos 𝑥𝑥) �

𝜋𝜋
2
0

=
𝜋𝜋
2

+ cos
𝜋𝜋
2
− cos 0 =

𝜋𝜋
2
− 1 
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Primer 3. 
 
 

� 𝑥𝑥2 ln 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �
𝑢𝑢 = ln 𝑥𝑥 ,         𝑑𝑑𝑢𝑢 = 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

, 𝑢𝑢 = �𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑥𝑥3

3
�

𝑒𝑒

1
= ln 𝑥𝑥 ∙

𝑥𝑥3

3
�
𝑒𝑒
1
−�

𝑥𝑥3

3
∙
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

=   
𝑒𝑒

1
 

 

= ln 𝑒𝑒 ∙
𝑒𝑒3

3
− ln 1 ∙

1
3
−

1
3
� 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥 =

𝑒𝑒3

3
− 0 −

1
3
𝑥𝑥3

3
�
𝑒𝑒
1

=
𝑒𝑒

1

𝑒𝑒3

3
−

1
9

(𝑒𝑒3 − 13) =
𝑒𝑒3

3
−
𝑒𝑒3

9
+

1
9

= 

 

=
8𝑒𝑒3

9
+

1
9

=
8𝑒𝑒3 + 1

9
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